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CURASO-:, - V“-ALGVEBRA "LINEAL"

INTRODUCCTION

El Departaménﬁo de Ciencias Bésicas'de la Facultad de
Ingenlerla consciente de la falenc1a de libros y como una for
ma de lograr un»mejor nlvel de aprendlza]e se ha propuesto es
-—-cribir apuntes de clraseque- sirvan de base-para~el-desarrollo
de las diferentes a51gnaturas gue debe impartir tanto ' en 1las
carreras de Ingenlerla Civil, Inqenlerla de Ejecucion y Pecn1

‘co Universitario.

Este es uno de los volumenes y se preparan otros.
Es con una inmensa satisfaccidén como vemos cumpllrse—
esta nueva etapa, no-la menos importante, en el largo proce3o

que estamos desarrollando.

Dentro de._ los campos de.la Matematica, Fisica, Inge-
nieria, Economia, por nombrar alqunasfcienciaé los modelos
matematicos lineales han llegado a. juqar un papel de mucha im
portancia. De aqui la nece51dad que se tiene de estar al tan

to de los fundamentos del Algebra.Llneal.

Mi intencidn no es dar una acabada teoria de esta ra-
ma de las matemdticas, sino gue mas bien una primera informa-
cidén de ella, gue entre otras cosas ilustrara al estudiante vy

lo dejard en condiciones de seguir sin mayores dificultades ,

cualquier curso de * Algebra Lineal o aplicacidn de ella a un.

nivel“de post-grado.

En relacidon a los requisitos de este curso, el estu--

didnte debe tener un:cierto dominio de algunos conceptos de

e vy om i e et i e TN LS
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CURSO.:. _— . “ALGEBRA ?,.INEAL"' A‘ S

matematicas basicas tales como estructuras algebraicas, homo=
' 3

. rd . 2 :
morfismo de estructuras, vectores geométricos de R y IR

"En el primer punto de este volumen, aﬁtes de definir
espacio vectorial, se presentan algunos~coqceptos prelimina-
reé-éin méyOres demostraciones, como una.forma-de tenef pres=
senfe alguhos-dé los preéreQUiSitos. Algunos de estos concep -

tos desarrollan posteriormente en este apunte.
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CURSO: : ' ”ALGEBRA LINEALJ

l.-l - ESPACIO VECTORIAL.

1.1. DEF. - OPERACION BINARIA INTERNA (o, b, i)

© - .Sea A un conjunto no vacio. Se llama operacidn

_ binaria interna"sobre X a toda aplicacidn * tal

gue ' ‘
* : A X A—3 &

Ejemplo 1. Sea A= '{1,2} y

<t A x Al——> A

Definida por C Co

L*x 1 =1 ) S
1 %2 =2 ) - L
' . / ~1 ) .'_‘..— .
J2v% 1 =1 . :
* 2 = 2 J

Entonces * ;es una o, b, i.sSobre {1,2}
OBS. SI * es una o, b, i, sobre X, también se
dice que * es-una ley_de composicidn interna

. ' ) ' = '
(1,c,1)

1.2. DEF. OPERACION BINARIA EXTERNA (o, b, ‘@)

' S&an A y K conjuntos no vacios. Se llama operas

qién-binariawexterﬁé sobre A con operadpres en K a toda apli-

~3,Caéién -0 tal.gue
O : K x A —;———e A
Ejehgio'22- SEan A = {2,4} ,K = { l} y | i
oo 5;5\5 ;——;—a A" definida pér '
102
1@;(54

EPARTAMENTO DF CAPACITACION s




CURSO: ->JAﬁGﬁBkA>'LINEAL“

Entonces O es .una o.b.e, sobre {2,4}

.Obs.- Si g es una o.b.e., sobre A, también se dice que O es

una ley de composicidn externa.(l.c.e.)

1.3.—- DEF. CERRADO

Sea * una o.b.i,sobre A entonces Se dice que A es cerrado res

pecto de * si

XY € A=m—> X * Y. = 2 € A

1.4.~ DEF. CONMUTATIVIDAD-ASOCIATIVIDAD

Séa * una o,b.1i., sobre A entonees

i

X R R
1l) * se dice que es conmutativa ssi

¥ X,Y €A ==X * Y =Y * X
. . "
2) * se dice que es asociativa ssi

¥ X,Y,Z,€ A —= X * (Y*Z) = (X*Y)* Z

.1.5.-~ DEF. DISTRIBUTIVIDAD

.SEan'* ‘s 0.b.i. .sobre A entones se dice que * es:

l)ffDistributiVé por la izquierda respecto de 0O ssi

~

Vv X,Z2, € A y X*¥*(YTZ) = (X*Y) o (X*Z)

©2) Distributiva: por la derecha respecto de O ssi:

V X,Y,Z, €A

-

s (YOZ) * X= (Y*X) o (Z*X)

A3) Distributiva respecto de o0 ssi es distributiva por la iz-

quierda.y derecha

Eiemplo 3.- ) :
SEan A = {o,i} y las operaciones binarias * y 4

definidas por las siquiuentes tablas:

*| 0 !
ol o0 0 0 1
1l o




- CURSO:  ~ .~ "ALGEBRA LINEAL"

Entonces de las tablas 'se ve claramente quei‘

1) A es cerrado respecto de * y A

Por ejemplo l * 0 =1

2} * y A son asociativa y conmutatlvas'
Por ejemplo
1%0=0%1-=0
0A-1 =1A0=1
1 % (0%*1)= (1%0) * 1
3) % es diStribuﬁiva con respecto a. A
Por Qjémplo

1% (0A1) = (1 % 0) A (1% 1)

1. 6. DEF. ELEMENTO NEUTRO (e.n.)

. mento; 7 )

1) Neutro izquierdo en A .con respecto a * ssi
_ VXEA=> e * X=X
2) Neutro derecho en A con respecto a * ssi

VX€A;;;;—=—'=;x*e='x

" 3) Elemento neutro en A respecto de * ssi es neutro 1zqu1er~

do y neutro derecho; es decir ssi

yxeA=~_¢ X * e=e * X=X

el

Sea * una o.b.i sobre A. Entonces diremos que e €A es un ele

. Ejemplo 4 -~ -Para‘la operacidén * del ejemplo 3 se tiene: _
| 0 = 0%l = ~qCI'TICAD :
1¥0 = 0*1 =0 __ ., . _; Q\l DE"N
1%1 = 1%1 =1 e P
. - : . ' 9 l\/ rl LC“ CL-;;TRJI . Qy
o INVEN pg, L 2
1.17.- DEF. ELEMENTO INVERSO (e.i.) . \O’y
Sea * una o.b.i. sobre A. Entonces_direhos Que xlea es un
elemento: '

DEPARTAMENTO DE CAPACITACION ' 7.




(

CURSO:; S f'?A#GEBRAVfLiﬁEAL”

.1) Inverso izquierdo de X €A respecto de * §si'

x"ixix = e

-2) " Inverso derecho de X €A respecto de * ssi

X *xﬂ'ﬁ e

3) Inverso de X €A respecto de * ssi es un inverso dereciio e
inverso izquierdo, es decir ssi:
X %X = X" % X = e

Ejemplo 5= Sea A = R y_dgfinamosQla'opé:acién *. en A por

X .Y con X,Y €A

.

X * Y
donde ¢ es la multiplicacion usual en R
‘Entonces teﬁemos:-
1) A es cerradoﬁrespectd de *
X,YEA == X * Y = X*+YEA
2) * es conmutativa
X, Y €A == X * Y = X*Y
=YX
= Y*X ' -
1 Reéotdehos'que_la multiplicacidon ¢« en IR es conmutativa,
asociativa y distribﬁtiva respecto de la +:
3) .* es asociativa
X,Y,ZEA = (X * YY) * 2 = (X+Y) * 2
= (X-Y) + 2
= X (Y «2)
X' * (Y 3Z)
= X * (Y * Z)

1}

4) Elemento neutro, e

DEPARTAMENTO DE CAPACITACION | 8.




. "ALGEBRA LINEAL"

5)  Elemento inverso X

A X#X_l = xlex =1 bara cada X €A

-1 -1

X% X xx"l —  x7t =

1l

L

s - .-.1.8.=-DEF. GRUPO.

" Sea un conjunto G # f ¥y definamos la operacidn * en G- Enton

ces (G,*) es un grupo si

1.- G es cerrado respecto de *

2.- * es asociativa ' _

3.~ Existe elemento neutro para todo X€G

4.~ Para -cada -X€G existe-elemento-inverso

Ejemplo 7.- Sea G_=IRTy de finamos la operacion * en G por‘
- X *Y =X.Y

Entonces por el ejemplo 6 se tiene que (G,*) es un grupo

1.9 .- .DEF. GRUPO ABELIANO

St (G,*) es un grupo Yy ademds se tiene gque * es conmutativa,
entonces se dice que (G,*) es . un grupo conmutativo o grupo

abeliano.

Ejemplo 8. EIl grupo (G,*) del ejemplo 7 es un grupo abeliano

Ejemplo 9. Son grupo abeliano los siguientes:

. * L%
(z+), (Q,%), (R,+), (@ ,«), (R ,-)

1.10.- PROP. Sea (G,*) un grupo.. Entonces.

1) ¥ X € G, 3 e €G - tal que
X * e =e * X =X

2) Para cada X € G, 4! X_LGLG tal que

x « x P - xt e x=e

ZEN 17 -
@ DEPARTAMENTO DE CAPACITACION ~ 9.
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CURSDO: "ALGEBRA LINEAL"

3) VXEG se tiene:
-1

(xfl) = X

4) X,Y,€aG s (xxy)~1 =y laxl

Dém.: Se deja de ejercicio

1.11. DEF. HOMOMORFISMO

Sean (Gl,*) y (G, ,A) grupos.’ Entonces la aplicacién_?
P o G, = > G,
Es un homorfismo de grupo si:
¥ X,YEG, —— P(x*Y) = P (X)a P(Y)

l B
Ejemplo 10. SEan los grupos (IR*,‘) y ({l,—l},‘) y.definamos
Y por : : _ . -
' ¢ . R {1,-1 '
P (x)= 1 si X>0 p
N - -1 siX<0
_Entonces se tiene que P es un homomorfismo
Pixey) = Px) « Pv) 5 XY eRr 3
Pex)y Pove {1,-1}

1.12.- PROP. SEan (Gl,*) y szgA)'grupos con elemen
tos neutros e y e respectivqmente
. Yy 'F ! Gl_:::jfa G, homomorfismo
Entonces;
1) Fle) = e , ‘
zj*v xec,ﬁ[s%xﬁ'la“ﬂx*

. Dém. se deja de ejercicio.

1

1.13. DEF. ISOMORFISMO

~Sa&an (Gl'*) y (G, ,A) grupo, entonces
F —— '
61— ¢ .
" es un isomorfismo si F es biyectiva y es un homomorfismo

En este caso se dice gue Gl y G2 son . isomorfos y se denota

DEPARTAMENTO DE CAPACITACION - . - 10.
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1.14.- PROP. Si se define la.relécién(R por
6 6, == G, G

Se tiene que la relacidén ~ es una relacidén de equitvalencia.

Ejemplo 11.- Sean los grupos ( IR,+) x ( IR+,*)
y definamos F por
F : IR s> IR+ .
: - : X

E‘ntoAncés, IR~ R+
En efecto _
1) F es sobre: _ , . _
¥ YER+ —3IXER tal que y=e*

2) F es inyectiva

¥X,YER : F(X) = F(Y) == e = ef
| . : y X = Y
3) F’es un homomorfismo .
¥ X, YE R :- F(X+4Y) = XY L XY o F(x)eE(Y)

1.15. DEF. CUERPO

. ]
S8a un conjunto C # @ provisto de las Qperaciones(*3¥éﬁ}

Entones (C,*,4) es un cuerpo si

‘1) (C,*) es un grupo abeliano’
2y (C',A) es un grupo
con C' = C —{o} .
3) La Opéracién.q,es distributiva respecto de *
OBS. .- :
1) El grupo (C,*) se denomina comunmente grupo aditivo y su
neutro se llama ceré, 0. _
2) El-grupo (C',A) se denomina -msualmente grupo multiplica-

tivo y su neutro se denomina unidad, 1.

1{16.— DEF. CUERPO CONMUTATIVO

Si en.el ecuerpoZ(C,*,A) la operacidn A es conmutativa, entonces

se dice que el cuerpo es conmutativo.

DEPARTAMENTO DE CAPACITACION 11.




CURSO: . "ALGEBRA LINEAL®"
_‘B'em 1o 12. - (Q,+,°) (R, 4+, ) ,“(C,+,-) sbn cuerpos

Para el caso (C,+,+) se tiene:
1)+ : € x C —_—— C ‘

[ X (X, Y] s (x) +¥) L xr 1)

. 1 y
2) e CXKC — € '
q u[“rX? ,:(ﬁl,Yzﬂ' — (Ky¥) = Xp¥p, X)) + X,¥))
~3) (C,+) es un grupo abeliano
Neutro 0 =-(o0,0)
_— . N . _‘1 -~.
Inverso Bxl, XZ)]. = (=X, ;-X;)

4) (C',e) es un grupo conmutativo

Neutro o unidad 1 = (1,0); :
-1 X) -X2
Inverso BX , X )] = = 5 —
‘ 12 X, +%x.2 " x %ex,?
. 1"tz Tl T2

5) A es distributiva respecto de *

Veamos -ahora- algunos concepto”sobre matrices .y siste—
mas de ecuaciones linealés en forma preliminar ya que éstos se

desarrollan posteriormente en este apunte..

1.17. DEF. SISTEMA DE. ECUACIONES LINEALES

SEa K un cuerpo, entonces:

L) By X+ By Ky b e T A Xn TN
Azl'xl + A22 X2 i + AZn Xa ;'¥Z . (1.1.)

6ml xl + Arn2 XZ Fooeieeeee e + A;Elnxn - Ym
donde: Yi € K PO m
A€ K i=1,...... ,

ij—.
- J =\1' """ :n
5
DEPARTAMENTO DE CAPACITACION - 12, )




CURSO: | '."ALAGEBlR'A_ LIN‘EA‘L-"'.

" Se. llama sistema de ecuaciones lineales sobre K con n.variables

2) Toda n-upla (xl,.;..},xn)‘ de elementos de K, se llama solu
cion del sistema, si satisface cada una.de las ecuaciones.
3) Si Y.l =0 ¥ i =1,.....n, entonces el sistema se llama ho
. mogeneo. '
4) Notacidén matricial para el sistema (1.1) és' o
AX = Y

. Donde

A Se llama matriz de los coeficientes del sistema
OBS. Estrictamente hablando la disposi¢idn rectangular expues

ta no es una matriz, sino una repfesentaciodn de elila.

1.18.- DEF. MATRIZ

UNa -matriz de m filas y n columnas ,mxn, sobre el cuerpo K es
una aplicacidn A tal que : ‘
Si B : {(i,j) / 1=i<m,1l<j<n, i,jé.%}
A : B—— > K

(i,3) — &a(i,3) = ALY

Los escalares'Aij €K se llaman elementos de la matriz

La matriz la denotaremos por A = Aij vy denotamos:

M = {A / Aij'de mxﬁ}

mxn

DEPARTAMENTO DE CAPACITACION ~ ~ 13,
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"ALGEBRA

- 1.19.- »ﬁEF. ALGEBRA DE MATRICES
'1)1 Si A,Béﬁmen sé-define la suma de A y B

C'=A+B "conC..=A.. + B, .

1] 1] i)

2) Si AEM

. S mxn
un escalar.

C = AA ‘conm-Cij =: Aij

'3) Si AEM -y BEM
3)..81 A men ? c nx

. n :
€ =-A+B ceon: C,. = A. B_..
| i3 7 2 M B
~Ejemplo.13.; Sean: o 7
. _ _ K
A N ! Q
. 0
B = -
3 - k¢
AB =18 12 6/ .
 Sigh= 3 3 B J/b“ 18 3
: 1\9 24 -6
C-A = N
1.20.~ DEF. OPERACIONES ELEMENTALES FILAS

Una operacidn elemental fila es una funcidén E tal que:

-

p-sé'define el producto de & y B

yl AEK :se define la multiplicacidn -de Azpor

ﬁ ‘
| @& DPARTAMENTO DE CAPACITACION
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E : M — 5> M
mxn mxn .

. . A +————— E(A)
y define en los siguientes tres casos:
1) E(A)ij =

Aij si 1 # r - E(A)r1 =7\_Arj

MUltiplicacidon de una.fila de * A por A #0 7\€LK

2); E(ﬁhj = Aij sii#r R E(AJrj = Arj_+-)ASj
" Reemplazo de-1la n-ésima fila de A por la fila r mas )'veces la
"fila s éon. N#£ O y.r-# S

3) ;E(A)ij Aij ~ St iA# r A1 #s -

B(A)rj Agy - E(A)Sj = ALy

Intercambio de 2 filas.

1.21. PROP. - A cada operacidn elemental fila E co-
rresponde una operacion elementallfila El; del mismo tipo:.,
tal que: ' '

E, (E(a)) = E (E;(A)) = A Vv A

Dbem. se deja de ejercicio.

1.22.- DEF. MATRICES EQUIVALENTES POR FILAS

¢ -

N

SEan AnBE meh sobre el cuerpo KLEntondes B es equivalente
por fila a A, si B se obtiene de A por una sucesidn finita de
operaciones elementales filas.

Y la denotaremos por A ~B

1.23.- PROP. Si se define una‘relacién(a en men pOFE

A Be A~B
Entonces M es una relacidn de equivalencias.

Dem. se deja de ejercicio:

1.24. DEF. MATRIZ REDUCIDA POR FILA

La matriz A de mxn se llama reducida por fila si:

15.

,
I

DEPARTAMENTO DE CAPACITACION




,CURSO: A " "ALGEBRA LINEAL®" | R

l)_‘El primer elemento no nulo de cada fila no nula de A . es 1
° 2) Cada columna de A que tiene el primer elemento .no nnlo de

‘alguna fila, tiene todos sus restantes elementos O.

' Ejemplo 14. (1 0
A= 1o 1

1 0 0 0 | o 2 1

B= [0 1 -1. 0 y C = : A \0 -3

0 9.0 0 0 0 0

,C no son reducidas por filas.

lt25. PROP. Toda matriz3de~mxn es quiva}ente por fi.

las a una matriz ., reducida por filas. . ) -

DEm. se deja de ejercicio

1.26. DEF. MATRIZ ESCALONADA

Una matriz A de mxn se dice matriz escaldn si:

1) Si las filas l1,....,r son filas no nulas de A y si el pri

mer elemento no nulo de la fila i esta en la columna Ki'
i =15%,....r

- < L. .<K
ento»nces_Kl< K2< r

2) ‘Toda fila nula de A‘esté debajo de todas las filas que

tienen elementos no nulos. ..

Ejemplo 15. ‘S&a

3 4 0
A = 1 2 0 escalonada . ?
0 1
1.27.-~ DEF. MATRIZ ESCALON -~ REDUCIDA POR" FILA..

Una matriz A de mxn se llama matriz escaldn reducida. por fila
si: ' '
1) A es reducida-a fila

2) A esveécaléh

‘DEPARTAMENTO DE CAPACITACION | 1 1e.
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Ejemplo 16.- Seéa:
0 1 -3 0 5
A .= {00 ) 1 -2 “escalén~feducida
\o- 0.0 0 o por fila. |

1.28.- DEF. RANGO DE UNA MATRIZ

Se define eI”rangé de una matriz A de mxn por el nimero de fi-

.las no nulas, al-estar-en- forma-escalonada: -~ Y--lo denotaremas

 Apor .PKA).

Ejemplo 17. En el ejemplo 16 se tiene:
‘ fay = 2

1.29.- PROP. sea el sistema
‘ AX = Y con A de mxn '
Entonces se defina. la matriz.aumentada B por

! B.. = A.. si j<n
17 1]

o . Bi(n+l) = Yy
Se tiene que :

1) El sistema Ax‘= Y tiene solucidn si: ‘P(A); (B
2) sSi el £(A) =.r .entonces existen (n-r) variables libres vy
» el- sistema tiene infinitaé soluciones.
Dem. . Se deja de ejércicio.
Ejémglo‘l8.—f El: sistema
= : . AN
- 1
= 3 Tiene solucidn
z 1 .
‘ ...—/‘: .+E -
En efecto '
- .01 -2 I | 1 -2 1 .1
2 ' N S S N P RS S|
0 -1 ¢ 1 5 -1 .+ 1 0 0 0 : 1

' G a0 o
B DEPARTAMENTO DE CAPACITACION 17.
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- CURSO: "ALGEBRA LINEAL™
1 -2 1',.1\ 1 0 3/5 , 7/5
AV N N VLI V2 P T SRS VAR V)
) \0 -—0o--0 i o) . \0o o0 0o - i 0
Luego .P_(AJ = .E‘(B-) = 2
'y .. nfr’= 3-2-=-1 = 1 variable libre
S R |
Luego o .
Xl +v3/5.X3 = 7[5_‘ — xl ='7/5 - 3/5 XJ
32 - 1/5 X3 = 1/5 X2 =”l/5,+ 1/5 X3_ )
SEa X3 =N se tiene que la solucidn del sistema.es:
Xl = 7/5 - 3/5 A . '
' o ¥YAEIR -
X, = 1/5 + 1/5 A _
! 81 A =1 se. tiene una solucion particular
Xpo= T/5 - 3/5 1 ) T Xy = 4/5
X, = 1/5 + 1/5 -1 X, = 2/5
) : _X3 = 1
1.30.- PROP. sea el sistema homogeneo
AX = 0 con- A de mxn

Entonces:

1) E1l sistema_siempre tiene solucidn; la trivial.

2) Si m<n entonces el‘sisfema’tiehé ung solucién no trivial
3) Si f(A) =,r'éntontés'éxisten {n-r) variables libres

4) 'Si'A es nxn entonces el sistema tiene solamente la solusi

cidn trivial ssi

* , Pa) =n |
. R (es decir AnvI ;I la matriz identidad de nxn)
. : nxn' “nxn- ) ,
Dem. se deja de ejercicio. }

Ejemplo 19. El sistema:

2 13 2 X 9
1 4 0 -1 X, \=1{.0
2. 6 -1 5 x3 0,
) X,
ey R
A % j - ) A 18.
Sl @ | DEPARTANERTO DE CAPACITACION | J
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'CUR30=. "ALGEBRA LINEAL"
Tiene solucidén no trivial
En efecto: . ' .
f 2 - 3 2 0 -9 3 4! _
1 0 -1 v |1 40 -1 | nU
2 6 - 5 00 -2 -1 7
0 -9 3 4 - 0 0 15/2 -55/2
1 0 =1 [~V [ 0 -2 13 | o
0 1 Yy -7/2 0 1 1/2 -7/2
0 1 -11/3 o o 1 -11/3\
1 -2 13 {1 0 0 17/3 | nu”
0 1 1/2 -2772 0 1 0 -5/3
1 0 17/3
-0 0 -5/3 ]
0 1L -11/3
Luego f(AJ =3 'y (n-r) = (4-3) = 1 = 1 variable libre
Entonces: , .
X + 17/3 X, = X = -17/3 %,
X2 - ‘5/3 x4 = =) X, = 5/3 X4
X3 - 11/3 X, =0 . X3 = 11/3 X,
Si X4‘= h ; se tiene la solucidn general.del sistema:
3 3 3
Si hacem057\=’3 se tiene una solucidn particular no trivial.
Xl = -17 : X2~= 5 X3 = 11 X4 = 3
1.31 DEF. MATRIZ INVERSA
Sea la matriz A de 'nxn sobre K. entonces: .
1) Una matriz B de nxn se llama inversa izquierda de %‘si:
B'A =TI ‘
donde I es la matriz identidad de nxn
2) B de nxnx se llama inversa derecha de A, si:
DEPARTAMENTO DE CAPACITACION 19.




.CURSO:_ >"‘"ALGEBR§.ﬂLTNEAL“

3) Si existe B de nxn tal que:
AB,= BA = I

Se dicé que A es invertible y B su inversa.

1.32.-PROP Si A asdermn.entonces_son egquivalentes:
1) A es invertible |
2) AN T o
' DEm. se deja de ejercicio

‘ 1.33.- PR©§r  Sea A de nxn. Entones si A nu'I, enten-
ces la misma sucesiéqlde»operaciones aplicadas'a I- dan A—l.
Dém. Se deja de ejerciciol ’

JLa prop. 1.33 nos eﬁtgega Unq fofma_fécil para éncontraf‘A_l

Ejiemplo 20. . IR (2 B

La matriz A =. poSee. uno inversoc .

_ 1 3 .,
En efecto:’ ' . » ‘ )
2 -1t 0 e A 1
1. 03 o0 ¥ l2 -1 ovo1 o/¥lo L7 o+ o1 -
. - . ¢ ‘ \ '
1 308 0 1y 1 0 . 3/7 177
o1 ty7 7 o 17! iy1 277
S A VA R V)
Luego A = ~1/7 2/17)
VAR :
OBS. . 0y
| (A D I)n (T 1 A7)
/\,

1.34. DEF. MATRIZ NO SINGULAR -

Una matriz de A de nxn se dice no singular si poses'inverso.

1.35.- DEF. SUB MATRIZ

Una submatriz de una matriz A de mxn es una matriz que se ob=
tiene A eliminando ciertas filas y/o columnas. Y se tienén

los siguientes casos especiales!:

"'l:r
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”%j - ' :,..h..,_, e voer aer w_'_-m,;.__“,../




'"A[.GISBi(A' L]ZNEZA[.J

1) Reni~ (a) = (ail’ Qg aih) - i-ésima fila de A
o ’ A ai ..
2) Colj(A) = 1j
' e a,.
23 J-ésima columna de A
a_ . .
m7

. 3)- La~subhatriz-que-se ohtiene -de ‘A, eliminando -la i-ésima
" fila y la j-ésima columna, se llama Menor del elemento Ai. v

. L J
- se denota por:

| o Mgniij)_; |
Ejemplo 21. Sea A de 3 x 4
B s ‘s 71 8
A = 9 2 3 4
0 1 i 5 6
“entonces: . ‘
Ren,(A) = (9 2 3 -4
. A ) : I3
7
4 Colg(al = [ 37] « *
5

| 5 7 8 |
Men (A =10 57 6

garemos por ahora una definicidon formal de éstos, sino mas bien

una definicidén inductiva.

1.36.- DEF. DETERMINANTE.
El determinante de una matriz de nxn sobre el cuerpé K, es una-

funcidn tal que:

Det : M ——> K
A —— > Det A
1) Si Aesde 1l x 1, A= a;,, entonces
Det A = a,

Veamos ahora algo sobre determinantes de una matriz. No entre

DEPARTAMENTO DE CAPACITACION - 21.
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CURSO:

"A'LGEBRA

LINEAL™

?) Si A es de nxn, co
- n N ..
Det A'=‘KZ=l =
donde: ) |
cOfij(A) -

. es el co%aétor de

Ejemplo 22.

n n 3 Z

Coflk(A)

éij

(~1) "3 Det (Men. (A))
ij

_ c %1 412
1) A T\ 222
Det A = a;; (1) Det (ay,) + a),(-1)"F% pet (a,))
Det A = a1, ap, - ap, Ay
. 1 ‘
. 2) A= ' = -2
3 .
3) ) , .
A= i | é 2 =3 Det A = kDét(’ é)«ZDet(A ’6)+ 3Det ( 5)
9 7 9 7 8
\7 8 9
et a = 0
1.37. PROP. Sean I la matriz identidad de nxn y A,B
matriz de nxn. Entonces
'l) Det I =1 :
2) Si BrA: tal que B ée'obtienezde A por el intercambio de
. la fila iy la j. Entonces : .
“Det A = -Det B '
3) Si BnJA: tal que B se Gbtiene de A al multiplicar la fila
i-ésima por A# O.. Entonces: x ‘
Det B = ADet A
4) si Bn)A; talfqﬁe B se obtiene de A al cambiar la i-ésima
fila por X veces la fila j mas la fila i. Entonces:
Det A = Det B
- DEPARTAMENTO OE CAPACITACION 22



obtiene.de

CURSO: "ALGEBRA LINEAL"
5) Si;A tiene dos filas o cqlumnés»iquales,o_si A tiene una _(
fila o columna nula . Entonces:
Det A = 0-.
'~ 6) Det (A-B) - Det A -Det B :
’ EjemngAZB: ' ' o
S 1 -1 2 3
. " 2 2. .0 2
Det A = Det |, 3 5 ]
‘ AL 2 3 0/
1 -1 2 3
= Det 0 4 -4 -
0 5 -9 -13
-7 \o 3 1-, 3
‘ | 1 21 2 3
~..=-4.Det [0~ .. 1 -1 -
: 0 5 -9 13
0 3 1 .
N 1. -1 2 3
‘= 4Det [O Vv .1 -1 -
- 0 0 \-\3__{4\ -
P - \o 0, 4 0 ’ \
S -1 2 3N
= -16 Det |0 r -1 -1
o o L 2
01 0 A Q

2
=_—16 (: Det (4‘ 6)
- . ’ \ '
= -16 (0-8) '

Det A.

128

1.38.- DEF. MATRIZ ADJUNTA

Se define la matriz adjunta de A por

Adj(A) = cij
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CURSO:

" ALGEBRA LINEAL™"

donde C.. = Cof. .
13 1]

= (_1)'3'+i Det (Men..{(A))
J1 .

(a)

1.39. PROP. Si A es de nxn. Entonces,
Det & # 0 "ssi Ja! y a~l = -1 agj (A)
: .. Det A .

. Dem. se deja de ejercicio.

Det A = 2

=)
—_— 1a7t y se tiene

Al o 1 3 - -4 /3/2 -2
: -2 1 2/ \-1/2 1
Ahora que hemos entregado aléunos‘cohceptos prelimina-:

res, los cuales seran muy utiles en el desarrollo de este apun

te; pasaremos a.definir el concepto de espacio vectorial.

En varias partes de la matemdatica se presentan copj@ﬁ
tos donde tienen sentido y resulta interesante considerar las
‘combinacienes lineales" de los elementos de dichos conjuntcs. K
Por ejemplo, en los sistemas de ecuaciones Yineales, en el es-.

tudio de ecuaciones diferenciales, etc.

Hablando en forma simple, el algebra lineal, es aque¥

" 1lla rama de la matematica que trata de las propiedades comunes

de los sistemas algebraicos, que constan de un conjﬁnto, mas
una nocidn razonable de "combinacidn lineal" de los elementos
del conjunto. En este punto, se definiran los objetos _matema-
ticos gue la experiencia ha demostrédo ser las més Utiles abs-

tracciones de este tipo de sistemas algebraicos.

-
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CURSO: "ALGEBRA L'IN'EAL"‘

1.40.- DEF. ESPACIO VECTORIAL (e.v.)

Sean un conjunto V # @ , K un cuerpo y las operaciones + y =
definidas por:
T+ VXV ——s Vv

‘ _ o.b.1
(X, . ¥V —m X + ¥ '

et K x V y V
(N, X) —— X

"EAtonces se dice que V es un -espacio vectorial, sobre K con las

"o.b.e

’

operaciones + y s si:

1) (v, + ) es grupo abeliano

2), 4AX€EV con ¥ AEK, X EV A
3) (X 2 Y] =X+ LY con - LEK ; X, Y €V
4) (QL+(3')X LX +p X " &on L PEK I XEV

5). (;,g(b) X = oC(«p-x) L.APEK ; XE V

6) 1+X = X : 1 €K, XV

OBS.

1) Los elementos de V se llaman vectores

-y los elementos de K se llaman escalares ] %

2) Si V es uh espacio vectorial sobre K, entonces si K = [R
se dice que V es un espacio vectorial real. o K
Si K = € se dice que V es un espacio vectorial complejo.
Ejemplo 25: n _ . ) - - . :
= sea R = {x / x = (Xy,..... X)) 1 X;ER % }
' y definamos en R" la + y - medlante:
X+ Y = (X1,+ Vi, KXo+ Yo oo X+ Yn)

Lx = (LXy, LXg, v , LX) i LER
entonces Rn‘es un espacio vectorial Eéal

2) Sea C[},b] = {F / F : [a,b] #&~— IR, F CQntinua}
y definamos en Efa,d , la + y . mediante:
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CURSO: - “ALGEBRA LINEAL®"

(F + g) (X) = F (X) + g(Xx)
(L« F)(X) = L(F(X))

E . . . - N
ntonces /ﬁ[a,b] es un espacio vectorial real

0 1 !

. o o A
3). sea V= {pP(x) / P(x) =a,;x% 4+ a, x4 4 a, X'; a,ER}
G)como en el dlgebra.element=zl

y definamos la + y » en .
P

’ . .
Entonces es un espacio vectorial

- Ejemplo 26. . : A
:: Sea V = {fa,b)"/ a,b¢& m*} y definamos

- : (a,b) + (a;, b)) = (a a;, b by)

SN (a,p) = ta", bY)
"¢ Vies un e.v. sobre-IR?
,
1) VvV # 9 : ,
¢1,1) €v : 1€RrT -

2) V es cerrado respecto de +
X,YeV =y X+ YEV -

‘ "X+ Y =(a,b) + (a;, b

) = (aa.. bb.)

1 1’ 1
con aa bb.er’ o
. 1 el
3) + es conmutativa |
X,Y €V = X + Y= (a,_b)r+ (al, bl)’. : , | <

= (aal,bbl),§ (ala,‘blb) g

= (alf bl)‘+ (alb) =Y + X

-

4) 4+ es asogiliativa

X,Y26V = X + (¥ +2) =X % (a;, a,, by,

b,)
=E(aal az) ,’(bbl{ bzn

=(aa;, bb;) + (a,, b,)

| — (X +Y) + 2

5) " Neutro aditivo 0 es (1,1]) _ -
X+ 0=0+ X =X con 0 = (1,1)
(a,b) + (1,1) = (al , bl) = (a,b}
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CURSO:

"ALGEBRA LINEAL?"

6} Inverso Ay

x + xt=o xev y x 1= (172, 1/p)
(a,b) + (I/a , 1/b) = (a 1/a , b 1/b) = (1,1) |

‘'Luego se tiene (V, +) es grupo abeliano

7y v es cerrado para s

 ONER, XEV — X EV |
' X(a,b)‘?(af,b)) con a’,p” ert
8) Distributividad del escalar

A(X +Y) = AX +AY 'x_,.y.ev - X ER

MK+ Y) =N [a.p) + (ap, bl-)]‘ _. |
= A [aa'l, bbl] = Eaal)’ ,"(‘bbl)x]
B C L S A e s I R CRA RS
= MX + WY

'9) Distributividad del vector.

(L+B) X = £X + PX ; L. HER, XEV,
(L+p) X'= (L) (a,b) = (2P, ™) = (a%al, p“p®) :
o (a¥, b"(')'+ (a®, bP) = L£x +{5k
10)  -(LP) X = L([2X) o -
(£ pIX = (£3) (a,b) = (2P, bEP) = [(a”)“ . (bfﬁ‘]

=L(af , P = Lipx) '

11) Existe el escalar 1

1X = X : Xé.V_
1X = 1(a,b) = (al,b?) = (a,b) = X
* Luego por i); 2),....;11), se tiene gue V es un espagio vecto-

rial real.
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- CURSO: ' "ALGEBRA LINEAL"
- Veamos algunas consecuencias de la definicion de espacio vec~
torial. . . '
1.41.- PROP. Sea V e.v. sobre K, entonces:
1) 3! 0€v tal que’ 0+ X = X+ 0 =X ¥XEV . - o~
_ . - : . S ;/
2) 31 (-X) € V tal que X + (-X) = (=X) + X-= 0 77
" 3) La suma (_X + X + ..... o+ X\Q/; X. €V . estd bien definida
1 2 . n! 1 - . ‘
4) X +Y = 2z + Y =5 X = Z 7 X, Y, ZEV
5) —(-x) =x . . XEV
6) -(X ty)=-X-Y X, YEv
7) <X = oY (= X =Y L X, Yevw
, A\ ' ‘
8) X + Y =0 >Y = -X - X, YEV
Dem.: 5) pd - (-X) = X o
—(=X) = (=X) £ 0 = —(-X) +=(X +(=X])] = —(-X) + {((-X) + X)
=(<(=X) + (—X))+ X =0+ X =X
El resto de las demostraciones se deja de gjercicio.
1.42. PROP. SEa V-e.v. sobre K, entonces:
1) 0+X = 0 v XEV.
2) £.0 = 0 ¥L € K
3) (-1) X = -Xx ¥ X €V , , .
4) LX = 0 == L= 0 V X=0 ; X €V, LEK
5) Lx:/}x (=== X = O . v°c=[5;oc,/b'€r<, X &€V
6) (-LX) = ~ (LX) : . LEK, X€ V )
Sabemos que (o(,+(5) X = LX + /3 X < ..
| Dl o
hacemos L= (5= 0 IV.I;Z'CJ '?\
. / ! *rom,
NVEN?ARI s-u]"?lfl %)
_8'.‘.
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"ALGEBRA LINEAL™"

CURSO:

s

entonces: (0 + 0)X = 0X + OX p
| 0X = 0X + OX ~ =
0X =0X = oX + oX - oX
0 = oX‘+,O
. 0X = O’

i 2)  p.d. £-0 - 0
Sabemos qpé : L(X+Y) =X + LY
'hacémos : _ X 2 Y =0
L0 + O
L0 =L0 + L0 :
L0 - L0 =L0+dL0 L8 - Lo

“entonces . L (0+0)

0 =£0 + 0
o.- ['0 = 0
. T Coe . . . :/
3) p.a: (-1) X = -X | A ..o :
Sabemos que . 1X = X/A0-X =0 ‘
X+ (-1)X = 1x + (L)X~ ,
= (1 + (-1)X ,
{ i
= 0X
! -0 N
4 T
‘. (-1)X = X

El resto de las demostraciones se dejan de ejercicio.

OBS. En lugar de escribir X+(-Y) escribiremos X-Y i
) S
1.43.- EJERCICIOS PROPUESTOS
1.— Hacer las demostraciones dejadas de ejercicio
2.- . Demostrar que son e.v. los conjuntos del ejemplo
3.- Pruebe que los siguientes conjuntos son e.v.

a) Moxn Sobre R con + y ,usual
B) }fn[é{b] sobre R con + y « usual

c) El conjunto.de todas las soluciones de la ecucidén di

ferencial.
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conjunto.de

| ey 2 i

CURSO: "ALGEBRA..LfNEAL"
n, n-1
Cagx) Y a9 Y s a0 -y =0
-0 — 1 —_1 . n
ax ax™
d) El conjunto de todas las soluc1ones "Y' son de la
ecuacion integral ‘
5 a . :
: S‘ F(X,t) Y(t)dt + AN Y(X) =0 : 0 <Y< a
o . -
donde F(X,t) es continua en X,t y esta dada, ademés_)-
dado =
e) RY sobre R para las operaciones
X +Y = XY. : Xx,YeRrY
| o LX o= %7 s L ERAXERT A
£}V = { P(X) / P(l) = 0 ; grad P(X) < 2} sobre |R
- con la + y . usual
4.--Son espacios vectoriales los conjuntos siguientes?
a) V'=[R2 sobrelR con las operac1ones ‘
K#Y = (X, Y1)+ (X,,¥,) = (X + Y Xy Y,)
LX) = X ' _ :
b) Vv =IR2 sobre R con las operaciones . - » 1+ * ey
X+Y = (Xl, Yl) + (XZ, Y2) = (X + X2,0)
L X 1o usual
c) vV o= {Fe_tﬁa,b] / Fla) = F(bﬂ- sobre R con las opera-
Cciones usuales. ‘ . : .
d) vV = {Fﬁip[ﬁ;bJ/_ F{a+X}) = F (b -X% sobre R con las
operaciones usuales. .
e) V= {Y/Y es la solucidn de de+g£Y = l} sobre |R con
S . - ax '
con las operaciones usuales
f) o P (x) L o
Vo= {R(X) / R(X) = m- , m,n finitos} sobre R
{X)
, o "
+ Y . usual.
X .
5.- Encuentre el valor de
4
L1 Xl +¢(2 x2 }¢C3 X3 en R° cuando
TR 3d.
% DEPARTAMENTO DE CAPACITACION .
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CURSO:"  "ALGEBRA : L \

LINEAL "

a) X, = (2,0,-1,3) , X (1,-2,2,0)

1 : 2
'xé = (2,-1,3,1) , £, = -1. [2'= 0. Ly =1
b) X, = (1,~2‘,3,4_) . Xy = (0,2,1,-2)
Xy o= (2,6,7,6,) L, = 2, L,== 1, £3'=.-1
6.- Encontrar el valor de :
Ly Py +L, P, +',C3lp3 _e'n ?cuando ‘
a) Py (X) = x?-‘x-:-qc L5 Ly =2
By X) =.3x?.+\ZX‘l'; L, =-1
- p3(X)l = -X3 + 2X | : ,,(.3 = -2 |
b)  p;(X) = 2x4 7..4x2,+ 1 5 £ = 1/2
| i,oz(x)=—)i4 +‘2x3+x2 - X + 2 ;”CZ = 2
p.3(X) - x% 4 oax® - 2x - 5/2 PdLy o= -1
NS t
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"ALGEBRA LINEAL"

2.- ‘ - SUBESPACYO VECTORIAL

2.1.- DEF. SUBESPACIO (s.e.v.)

*

Sea V un e.v. sobre K con las operaciones + y- y%&bv,\w F 0.
entonces W es un subespacio,. espacio vectorial de V si W_.con

las operaciones + y ¢ es.un e.v. sobrE;K.

2.2.- NOTACION: Si W es una s.e

.taremos .por.W:< V. E - . : T

OBS. de 1la comprébacién;dixecta de cada uno de los axiomas

de la definicidén de e.v./se concluye queW #'0es un ¢.e.v. de

.. Y

V ssi: . .~ ‘ ) ’ : - 5 1\ v
1= 2y 0 éw - S ' ,
N e o 07 ox Wt
3) X EW - X EW : .

4) L € K, X€E E == LXE W

La conmutatividad de la(+)y las propiedades restantes de lpro-
ducto escdlar, *, no es necesario comprobarlas ya + Yy ¢ son
operaciones en V y hereditarias en W. : >

>

'2.3.— PROP. Sea V un e.v. sobre K y WCV, W#p, en-

WiV (—> % X, YEW ~ L €K s_e tiene
LX +YEW
Dem. ( ===§3 éupoﬁgamos que W<V
5:5: L X +YEW v X, yew, £LEK
En efecto: |
W f:v == W es un e.v. sobre K

2) XEW ,LEK =) L X EN
- ~ o en particular £LX + Y € W ‘

.v. de.V, lo deno-
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"ALGEBRA LINEAL?"

~(j~<—-~——~*—’)f Supongamos que W-# 0y LX £y ewW

p.d. W <V es decir que W es un e.v. sobre K
en efecto: A . |
1) w# p— Ix ew
LX + Y EW=——o(-1)X + XEH "
== -1+ ] xed
== 0 X E W

'—_—“>o€:w'

"2) X EW, LEK=>LX + 0 EMW

== LX EW
3) x,yew,',ééx='> [\/a, Y;E W
,' ‘ . ==X +Y’ ew . con '-C-T— l
4) —X €W, LE€K ==LX €W
: L X EwW ~ con. £L=-1

Luego en la virtud de la OBS. de la Def' 2.1 y por l 2, 3 Y 4

se tiene que W es un e.v. sobre K, por lo tanto W < V. D

OBS. La Prop. 2.3. se puede redefinir por:
W< Vsl W4
' X, YEW =—> X + Y EW
LEK, XEW —> L£XE W

2.4.- PROP. - sea VZzun.e.v. sobre K. Entoncesy
RIRCES AN
2) Vv .
Dem. -~ o
1 {o} £ 0
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- CURSO:

“AIfGISBl2A~ LINEAL?"

2) Trivial -

2.5.-

DEF. SUBESPACIO PROPIO.

Sea V un e.v. sobre K.

Entonces:

. 1) -{0} y‘V se llaman s.e.v. triviales de v

-2) si W.#.V,AWW#-{D}y_W;i V entonces W.se llama s.e.v. propio

de V.

L o3 : . ’ : :
'Ejemplo 1.- Sea V =IR e.v.-sobrelR con las operaciones + y ¢
"usuales. Entonees los sub®espacios- delR3 son:
©1) Les triviales: )

VIR3" Espacio tridimensional
{0} : El punto origen del sistema tridimensional.
2) Los propios: . '
Wl : Planos que pasan por el origen en particular RZ"
W2 : Rectas que pasan por el~0rigen-en-particul§:IR
Ejemglolé.— Sea V =:E2[a7bl . e.v. sobre R ,
: - i AI/. 2 2
o= {y /¥ 4+ WD Y= 0aZY (a) - LY (D) ={o}
& es W« V7?2
1) vy=0 — 0+w2o=o0 A 00 -/20=0
= Y =0€CW :
PO
_—= W# ‘vg, P
2): ¥, Y, €W > Y, + Y, € W
Tenemos que:
' w2 R DR RN S B I 2,0,
7 -(Yl + Yz) + W (Yl + Y2) =Y, + Y, fﬂw Y, + WY,
ETRIE 227 et n 2.,
_'glA + W_? 1 gg + W YZ
=0+ 0=20 N
- '
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CURSO: | . “ALGEBRA LINEAL"

(.

[oty (a)-pyl(b) [oty (al By, (b),'

' = 0 + -0~ 0
. Y v Y, €W '
3) AE iﬁ AYEW - =—= AY € W
O+ w2 ox) =" s Wiy
= Aly” + wi') = N0 =0

oc(AYHa) ﬂ(?w)(b) —0hY(a) - PAY(b)
' =Aoya)y -y

N0 =0
o.o~ O(JYQW . ) T
Por lo tanto W‘f_ v .. o “\7(\\\ |
y/E]emglo -1V = lR2 e.v. sobre R,con las operac1ones usuales Yy
N {XE{R / x = l + xz} . - - W : & . ,4
- /-'-\\ - ) 4 - ‘ \{_“ N 'f N, N
cES.W < V2 _. v - A
N R , : )
N . :
so1 1) W # 0 i
.S_ea. X = (?,l) =>,Xl =1 + XZ,
' AR .
v ':) X € W
. /”ﬁ\ .
2) X, YEw YX+YEW - , L
o N : - ~
X+ Y=AX, X))+ (Y, +Y) - ,
- B TN 3 . 4N B
(X1+Y,X2+Y) | fl -V )
XEW = xl =1+ X, '
: =) X, +Y. =1 + (X_+Y + 1
YEW — { —¥~l-=l+Y2 ? 1 1 ‘ (-Zi 2), -
S XY dow -
Luego W‘,f \Y)
2.6.— PROP. Sea V e.v. sobre K vy W, W, < V. En_t'oncesz -

wlnw2< v

Dem.

LY W 0w, £ QA.
W, <V == Ix = o€wl } 0
Wy« V=—=3X=0¢€u, = Xew, I,
() . .
& XW DEPARTAMENTO DE CAPACITACION | 35 .
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. N n N
2) XY W W, == X+Y€ Qlﬂ_wz
1" Yé_wl

XY wlf\wz- = XEW

— X + Yéfwl

X f Yezwz,
' 3) XEK Axc—:wlﬂwz = qngwlﬁ W,

1
| X€W2A oCxE.w2

TXEKAXEWNH, — xewle("xew

= oxew,Nu,
‘Luégo_ W f]w A/

Generallcemos este hecho a una colecc1on de s.e.v.

2.7.— _PROP. Sea V un e.v. sobre K y sea la coleccidn
{Wg} de subespacios de V. Entonces: .
(\ W_ < V
a a— :
Dem. se deja de ejercicio.
Problema: Si V es un e.v. sobre K y Wy, W, <V, aqdé puede de

‘ cir de Wl v WZ?
/

‘Ejemplo 4. | -
7\ “-Ejemplo 4 Sea V = MZXZ e.V. sobrefR con_la -+ Y

Usual y _Wl {A/é = ( ) a, blR}

(2 °): o '8}

Entonces: 'wl, wz' < VyYyWNW, <V

W, Nw, = {c/cs (a g) . a€lR§

{B/B

=
1

DEPARTAMENTO DE CAPACITACION
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Sabemos’ cuando W es un s.e.v. de e.v. dado V. El problema aho

ra es encontrar todos los s.e.v. de V.
En efectot Sea S # ¢, ScV.

Entonces EW.< V tal que SCW ‘por lo menos v,

S

Deseamos encontrar el subespac1o minimo que contenga a S, es de
cir el subespac1o que contenga a S y a la vez que esté contenl

do en cada subespacio de V ‘que contiene a 'S.

Para probar que tal subespacio existe: consideremos todos los
subespacios de V que contiene a S y denotaremos por H al conjun-
to de vectores gue pertenecen a cada subespacio.

;

Por lo tanto H ={) W W =2V :SCHW
. a a a — .

a

y por lo PROP. 2.7. se tieme que H < V

Ademas por la deflnlcon de H se tiene queIHU < 'V tal que °CU,y
UcH. '

Luego H es el subespacio deseado. .

Entonces hemos prokado que de la Prop. 2.7. se deduce que si
SCV, existe un subespacio minimo que continen a S y que estéa

coniienido en todo subespacio gue contiene a S.

2.8.- DEF. SUBESPACTIO GENERADO.

Sea V un e.v. sobre Ky ScV, S # §. Entonces el subespacio ge
nerado por S se define como la interseccién de todos los subes

pacios que contienen a S.

OBS. Si S es finito, S = {xl, S x } con los X; €V.  En-
tonces el -espacio generado por S, se llama espacio generado por

los vectores Xl _X2 ..... XEl

2.9. NOTACION: ElAespacioAgeneradQ por S se denota-

DEPARTAMENTO DE CAPACITACION " S
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Si S =‘{Xi, ....... ,Xn} entopces aenétaremos por <{Xl ..... X }>

Ahora debemos encontrar un'métodoAque nos permita caracterizar
al espacio 'generado por S, (S» , para poder seguir en el estu=:
dio de los subespacios.

Tal método existe y se apoya. en el‘concépto de combinacidn li-

neal.

2.10. DEF. COMBINACEON:LINEAL (c.l.)

Una expresiodon de la forma: .

n L o
: E::)i Xy =)1X1 +fX2X2 o %}nxn
1=1 . _
Se llama combinacidn lineal si existen los escglares),,XZT.:kn_
.2.11. DEF. VECTOR COMO UNA c.l.
Sea V un e.cv. sobre K y uE v, - Entonces decimos gque u es una
combinacidén lineal de los vectores Vi Vye ooV ¥ si =existe
escalares )l,kz,.-.-fXﬁG;K
Tal que : VV .
n :
oy = = NV :
w=) AV = Y R A, e AV,
i=1 :
Ejemplo 5. Sea V =}R2';. K =R
Entonces _.
= %
v >\~l L+ Y,
= -2 (1,0) + 4(1,1)
. 3\1 = _2 ')\234
" Luegoi(2,4) se escribe como una combinacidn lineal de (1,0) vy
(1,1).
DEPARTAMENTO DE CAPACITACION - ‘ : {_ 38. y
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"OBS.” Es claro, que.dado un conjunto de vectores de un e.v.hay
infinitas combinaciones lineale$ que pueden formarse con ellos.

Asi por ejemplo para los vectores Vl, Vz, Vé €V, alguna de las

combinaciones lineales son:

3V, f(~5)v2 + 0Vy : (-1/3) vy +V2 v, + T V3__; OV + OV, + OV

2 3
Ejemplo 6.- Sean V =IR3; K =R y los vectores
Vi, = (2,1,00 i Vv, = (3,-2,4); Vy = (5,-1,4) |
Entonces el conjunto de todas las.combinaciones lineales de Vi,
VZ' V3.es:v . | - .
U= fu/u = @(2,1,00 + p(3,-2,040(5,-1,4); o, ¥ €R]
Es claro que U C R> ’ 3
: C iés U £ R7?
P
2.12.~ PROP. Sea V. un e.v. sobre Ky Vl' V2...Vn€V
Entonces:
n . - n Y n A .
1) AV 2 N = Y O Ny
i=1 ) i=1 i=1
. ." )
con ).JXA€I<
i1
2) SioCeKy)\iex
n n
oy AV= 2 (X)) vy
i=1 i=1

Démz..

Si Ay, A €K — (N+ N)EK
N €K, XEK = dxié K

y ademas por la asociatividad de la + y la distributividad del

* se cumple trivialmente 1) y 2)

OBS. Si se conoce S, entonces se puede encontrar <S>, ‘expre-

sando a todo vector de <S) como combinacidn lineal de los Xiés'

DEPARTAMENTO DE CAPACITACION 39.
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2.13.- PROP. Sea V un e.v. sobre K, S # §, SCV. En-

tonces <S> es el conjunto de todas las combinaciones lineales

de los vectores de 8.
' . n. . : é
<§> - {Y/Y_:EZ% MKy X €8, K }

Dem. o
1) Sea W =<8V, entonces toda c.1.

I
s
>
7
>

Y

con XiGiS evidentemente pertenece a
i=1 :
W, yew. -
. o u
Luego si H = {u/u = Z 7\1 Xy Xié S}_
i=1 :
Se tiene H C W
2) Ademas H $\V. en efecto
SCH =— H#. 0

Y., YEH — Y. + Y_€H
1 2 1 2 (por 2.12)
AEK, YEH =—— (YEH
£,

Por lo tanto hemos demostrado que H = V tal que SCH, y que to-
do subespacio que contiene a S contiene a H. Luego H es la in:
terseccidn de todos los subespacios que contienen a S, es dedir
H es el subespacio generado por S.
H %V tal que SCH y HC W, donde W_ = V que

SCW, =—= H W
- 3 : o
Ejemplo 7. Sea V =R”, K =1IR y las operaciones usuales

1) s = {(1,1,1)}) =— <S>:={X/X%Ml,lJij€R}
recta que pasa por origen y (1,1,1)
2) 8, ={V} entonces
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S VA0 = (s = {x/x = M, Xer} rectas:
Si V= 0 =—=<s> ﬁ0,0,0& origen
3) - S, = {Jiw} entonces
<5, ={ X/ P ; éclﬁéilB} planos
Eiemplo 8. Sea V = R? : K =R, SCIR
' = {(1,3), (2,2)) .

1) (4, 5\€<s>:'
. En efecto

5)6<s><=>7~30q3€m ty (4,5)

= d(1,3) + f3(2,2)

= (4:5) = (+ 2{5 3+ 2/3)
= L+ 2p =
34+ 2@ }
— oC_; , PB=7/4
C2) sy ={x/L(1,3) +(3>(z,2) +0002,2) ;oL R}
X = (a,b)€<CS) & (a,b) =&(1;3) +(3(2,2)
' &= (a,b) = (L+ 2p, 3K+2p).
_ A = a =d+ 2p
/7 3 b = 304 2(5}
' (=_)'DC:.b—a ;= 3a-b
7 4
3) <s> =V

Demostrac1on de eJerc101o

2.14_-. DEF.

SUMA_DE SUBCONJUNTOS

Séa V un e.v.

de Eodas las sumas:

sobre K, Sl'SZ ..... {Sn Cv.

Entonces el conjunto

se llama suma de los

Xl+X2 ...... X de vectores Xi€Si,
subconjuntos Sl’SZ'°""Sn y se denota por:
0
2 S, =S, + S,et...... + 8,
1=1
DEPARTAMENTO DE CAPACITACION 41.
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2.15.- DEF. SUMA DE LOS SUBESPACIOS.

Séa V un e.v. sobre K y W,,oW, £ V entonces:

W1+W2 = {X/X = wl+w2 ; wle Wl y-w2€ WZ} es la suma de los

’ subes_paCJ_os WY W,
o 2.16.- PROP. SeaV'un e.v. sobre K y Wi.W, Y
Entonces: 2 o '
'W]: + W_z‘c‘.h-f’ V.
‘DEm. - .
W) =V == 0€W,
: <
S MRV = 0EW,
Luego 0 = 0+0,€Wl + W,
2) XiYE Wi +W, == X+Y €W, +W,
.x€Wl+W2 ===y X = WyHW, W
— \ \ -
Y€Wl+W2 :\:) Y = W W Cw
_ A ’ ©oy
_ Luego - X+Y = (wl+wl) + (Wyti),) EW,+ W,
ya gue wl+wl€Wl
'w2+W2€W2 /'/
3) ’7\€K,ﬂ ¥€W1+W2 — _>\x €Wy + w2
X€Wl+w2 =}XA= wl-i-w2 »
—= AX = (le) + (kw2)€W1+W2
2.17. DEF, SUMA DE n-SUBESPACIOS
Sea V un e.v. sobre K.y W Wy, W =V, Entonces se define
la suma de los W, por: '
9 DEPARTAMENTO DE CAPACITACION . 42.
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. A n
Wy+Wo+o L W = > Wy
: i=1 '
= {x/x = WFWo ek W G_wi}
2.18.- PROP: Sea V un e.v. sobre K y Wy Wy .. .W_EV
Entonces: n_ _ |
' Z Wi v
i=1

Dem. Se deja de ejercicio .

2.19. PROP. Sea V. un e.v. sobre K y W W, < V. En:z

tonces W +w2 es el menor subespacio de V que contiene a Wl V%

1
WZ'
Dem. . .
‘}) p.d-:.wlfwzzc‘wl+w2 |
'En efectd: Sea X€wl=>‘ X"= X+0 con 06.W2
. _ c . .
> ) | = X wl+w2
‘ > Wi C Wl+W2
Sea Y_€W2 ===Y = 0+Y con E)G,Wl
==@y€wﬁﬁ2
E WZ C Wl+W2
2) p.d-Wl+W2 = <W1,W2>

Por ser el espacio generado el subespacio minimo que contie-

ne a Wl.y W2

En efecto

N . N 4 " ] - |
a) Sabemos qge WlfWZ =V vy Wl'WZ C Wl+W2 . ' : y
luego W +W, C <wl+wé>
€ = ;
X w_l+w2 == X Witw, W EW w EW

DEPARTAMENTO DE CAPACITACION . 43. O
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“ -

,\“

A

.. . Z '.‘
- b) Se tiene que  wytw, = V oy wy,w, C W +W,

1
Luego <W1+W2> C Wl+W2_
Z €<wl+w2> — z = )\lwl+7\2w2
, con X, =>\lwl(—, Wy
X, -——7\2::"5{26&'02

= 32 €wl+W2

" Por lo tanto'a y b se tiene que:

<wl+w2§; wl+w2

Luego-Wl+W2 es el subespacio minimo que contiene a Wl y WZ'

2.20.- . PROP. Sea V un e.v. sobre K y W

W.... =
1°72 Wn V
Entonces W1+W2+ ...... ‘..Wn es el subespacio minimo que contiene
a Cada<Wi; i=1,2,....n.

Dém.: se deja de ejercicio.

E_l’jemglo _10.;*\‘ Sea V-: M2x2 , K =:IR ,-\
;k'w“": A | Wy - {asa = (2 2)}é-v
I CR ER
Er}fonCes: n ' ‘
wl-’,.AJ-w2 - {?/e'= §1g>}s-v
W1+W2.='1D/? = Aj+hy Afswlfy A2€W2}
wi+wé';l{n/ql= (e b) £ v

_\b o

[

De ejercicio probar los subespacios mencienados.

Ejempld-11.- Sea V = IR3 : K =4R
W= Myy = R3

\
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Entonces:

Wy = {x/%X = (a,b,0)} -

W, ={Y/Yv (g,b,c)}

-

S ' _ ‘ 3 :
W3 = wlﬂw2 ;{Z/Z (Q,Q,Cﬂ- < iR (eqe.Z)
l3  = w1+w2 -ya que u € IR

.u = X+Y :'; X€Wl, Y~€W2

‘Asi por ejemplo u = (1,4,5)
(1,4,5) = (1,2,0) + (0,2,5)
(1,4,5) (1,6,0) + (0,-2,5)

Se observa gue u no tiene una escritura unica.

1

)

i

2.21. DEF. SUMA DIRECTA.

Sea V un e.v. sobre K y Wl,w2 £ V entonces se llama suma direc

ta al subespacio.
wl+w2 = {v/v = WiHtw, wlé.wl; wzé.w2 y wyw, son unlcos}

¥ lo denotaremos por Wl @)WZ

2.22. DEF. UN e.v. COMO SUMA DIRECTA.

Sea V un e.v. sobre K. Entonces se dice que V es suma directa
de los subespacios Wl,Wz‘Si todo vector de V puede escribirse |

en una y solamente una forma.

Vo= WitW, -wlewl - "w2€w2

y de denota por V =,wl@.w2

Ejemplo 12. 'Del ejemplo 11 se tiene que

3
R gwl@w2
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Si Wy = {Z/Z = (0,0,c)]‘ (eje Z)
se tiene qﬁe u€ER = u = X+Z T XEWi, ZE‘W-3

U = (a,b,o0) + (0,0,c). en forma unica

C 3
luego -RA = W, C}W3

2.23.- PRO. --Sea-V-un-e-v- -sobre K y-W.; W, £ V-

_ 1" 72
Entonces - ' vV = wl Q;)w2 == Y = wl + WZ o

| w,Nw, fo}
‘Dem (=) ) supongamos V = W, @ W, '

"p.:d.: V=W, + W, A wlﬂw2 ={0]

En efecto;
) e = W--l— @ W= - v-€ Vv € Wl ® W-2

2
= vo= W, o+ W, en forma {irica

v €,Wl + W2

Seave&€W ®W, vy veEw N,

entonces v = v + 0 con v € WL 0 € W,
V=0+VA.'COI'IO€W, v€W'2

luego v = 0 por escribirse en forma uUnica Wl(\wz = {0}

(¢==%.).p-d- V=W, @ W,

En efecto VEW +W, == v = W W, con W €W, y‘wéewz" N

se escribe en forma unica

<

Debemos probar que

supongamos v = w‘l + w“z con w\l €-Wl y w'zew2

_ L N | \

entonces. v = wl + W2 - wl + w2 = wl + w2

IR \

Vo= Wy o+ oW |

n — _ N ' _ -

- como W, Nw, {o} vy Wy wl€ Wy, oy W, - w,EW,

se tiene w, = w. :

1
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i

3)

4)

5)

'8)

1).
2).

7)

luego V=W, + W, en forma unica

por lo tanto V = Wl@ W,

2.24. EJERCICIO PROPUESTOS.

Hacer las demostraciones pendientes

Son subespacios de IR3> los subconjuntos:

A = {(X;Y,z) /Y ;'2x + 2}
= {(x,v,2) / z2.= x - ¥}
Son subespacios‘dev Vv = {_f/f : s —» R} 2?2
Wy = {£/£ (3) = 0} |
W, = {£/£ (-X) = £(x)]

Son subespacios de ‘ﬁn fa,b) 2

o

A = +wE =0 4 £(a) = £°(b)} -
B = {£/£" + w’f = 0 A £'(a) = £'(b); £(a) = 0} 7

c = {f/f"' + £'f = 0}

2 2 , 3 g

v=r?, W= {xer®/ x; =1+ x}

cw SV S , i |
Encuentre <'S»>+donde S c R’ y k N 1)

s ={(1,2,0,3,0), (0,0,1,4%0), (0,0,0,0,1} "

V = M3x3 y Kc IAR | ‘

W, = {a/a es simetric‘:a} - _ \'\\:Elj‘?,b‘q |

W, .= {A/A es antisimétrica} - '/ 006;\

: 7y Yila
& W, 5V, W, <€V ? ”%q tt? 'fA
1 ) 2 -‘7;9/0 ' 4‘({/’? v\ |

eV =W ®W, 2 “ Q
. RN <
Si X = (1,2,0,-3), ¥ = (4,3,4,-16)

Expresar a 2 = (7,3,-4,5) como una.c.l. de X e Y

~
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9)

10)

11)

Hallar un vector comin de los subespacios

a2, Gozap oy oo, (343)}>

sis = {(-1,2,1,3), (2,-4,-3,2)}

¢(6,-12,-10,14) €& <s> 2

Sea V. e.v. sobre Ky S, TCV

_Prﬁebévque o /

815 C<T> == <) CKLT)

S 12)

- 13)

14)

Sea.V.ev sobre K y W W, £V tal que

1- "2
W]_ = <{Xl}n 1= l>
w2=<{y.}“ = 1>

Pruebe que : .
= <[xy. YD
Que. valores deben tener X ,Y para

(1,x,4, )6 < (42,~l,.2,3.)., (1,3,2 1)>

Sean /

. _ ) _
W= ﬂQ(x) / Q(x).g.Pn[§] ; <d . ><Q(x))v= 0}
a.- WP (x)? | &
. n .
b.- Encuentre un conjunto gene%édor'de W
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3.- BASE 'Y D-IMENSION

Ahora pasamos a la tarea de datar de dimensidn a C1er

RONTH

tos espacios vectorlales aunque usualmente aSOC1amos"d1men—
sidén" con algo geométrico, debemos encontrar una def1n1C1oneﬂ
gebraica aproplada para ‘la dlmen51on de un espacio vectorial.

Esto se hara mediante el concepto de base de un espacio.

Sea \ Yn e.v. sobre K y {Vl'VZ""'VJ cv, v&ev : i

Entonces sabemos que . ‘
. n

si v€<vl,v2,... v > —_ 37\ €K tal que v =J; )‘ivi

Ademds si W £ V ==> O0EW '

Luego O ='0vl + Ov2 +....+‘0vn

~_ 3.1: DEF. COMBINACION LINEAL TRIVIAL.

Si en una c.l. todos los ‘escalares son nulos, entonces llama-

;gmos'a éste, combinécién lineal trivial. *
Ejemplo 1.- Sea S = &2,4), (5,—4& (1R2

Entonces la combinacidn lineal trivial de S es:

0 (2,4) + 0 (5,-4)

ProblemA : Si se tiene que:
' 1Vt }sz ... + Vn =0 o
‘.Existen escalares ) de manera que se tenga una combinacidn '

i

lineal diferente de la tr1v1al de modo que se cumpla la’ 1gual '
dad? ' ' '

Eiemplo 2. Sea A = {(1,2,3), (-1,-1,1), (1,3,7}
Entonces: ' '

klvl + A, Agvy = 0 =

CR(1,2,3) # A, (-1,-1,1) + A5(1,3,7) = 0 =

@ - DEPARTAMENTD DE CAPACITACION” .5
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R PO =0
2\1 - XZ + 3)3

I
o

# )\l = - 2)3
3 ) y i~12 = - A

]
o

3N+ )2 + Tx 3
+ E1 sistema tiene solucidén diferente de la trivial.

N

PN, 21— Aem _2 . :
Si )3 =1 == Al 2 ,///Xz -1 oy
Luego existe una c.1. dife%ﬁnte de la trivial.:( _
. } > _ . A
- ! ) - ".' J
' s N S
3.2., DEF, DEPENDENCIA LINEAL (L.D.) Vo
R - - K 7 U , ‘ \‘-
Sea V un e.v. sobre K, SCV. Entonces S se . dlce llﬂealmr“*“ dg
pendiente si existen vectores dlferentes Vl’ Z.ﬂﬁ.,vné;SAy eséf
calarei kl'BZ ‘;anZK" tal que\_ o NS
; N
'/ Xl,vi + }zvz +:;;<.+XHY@ =0 o

~ Con la condicidn que los escalares no son -tqdos nulos.
; . _ ;
Y

N N , S
OBS. Si S es finito y L.D. ehtonces diremos simplemente que

los vectores v.,,v,,....v_ son L.D.
172 n

3.3.- DEF. INDEPENDENCIA LINEAL (L.I.)

Sea V un‘e v. sobre K-y SCV. . Entonces S se dlce llnealmente

1ndepend1ente si exlsten vectores ViV, eenV {is tal-que
51N vy + A,v, BERERE FAv =0 =N =Ry = Agai= Ay S

L , A

c]on‘ los }1€K ' ’
OBS. Si S es finito y L.I. entonces diremos que los vectores
vl,'vz,...vn son L‘Ii

De las definiciones de.dependencia e independencia’lineal seé .

concluye .triavialmente lo siguiente:

3.4. PROP. Sea V un e.v. sobre Ky S, Sl' S2 Ccv

]
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eqonCesu- .
1) Si 0€S = S es L.D.
'2) Si-8 ;'{v} con v ﬁ,q'==% S es L.I:
3)‘ Si S es L.D. ¥y S C S, =3 S, es L.D.

1 1
4) Si S es L.I. y S, ¢S == S, es L.I..
P el - ro
T TN

Dem. se deja de ejercicio.
4

" Ejemplo 3.- Sea V= R , K =1 y_xl,x'z,x3 € r?
ﬁl.= (l,3,—l,2rf\ o _
X, = (2,0,1,3) [ .-
I .
Xy = (-1,1,0,0)

Los vectores Xl'XZ"X3 son p.I.A

En efecto g )
AXp + AKXy + AgXy = 0 =

2 (1,3,-1,2) + 2,(2,0,1,3) + A(<1,1,0,0) = 0 —=
Ay ¥ 2?2"*“3 =0 , |
I\ + 0N, Dy =0 — N = A, = A =0

'-Xl + }2 + 0)3 ;_0

2%-(3%;+0% -0

Ejemplo 4. Sea V = BZ. K=IR vy xl,xz,x3érR2
xl=flg)
)

| : 3= 0, o
A Entonces Xl, XZ' X3 ‘§on L.D. o : ) \\\\\~

En efecto “ \\“J

)lxl + )zxz + )333 = 0 =—=
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.______En,‘_conq_es_..s:.‘qn_cl.uimqs que X, es L.D. de X, y X

AL +2,(150) + )3,(0,1); 0 =——>

Ayt Ayt 0)3

1
AL+ O, # Ay =0

:D
l

El sistema tiene solucidn diferente de la trivial, por.ejemplo

Ay =1, Ay =1, =1

‘Por lo tanto Xl; XZ: X3 soq L.D.'

- Se tiene entonces que

1 + XZ_+ x3 = 0 = Xl = X2 + X3

es L.D. de X2 y X

-X

Luego decimos que X Y por otro lado X

1 3
es c.1. de.los X, y X3, es decir x1€‘<32' x3>

1

ssi
3 .

: ‘xle <x2, x3>

3.5. DEF. VECTOR DEPENDIENTE.

Sea V. un e.v. sobre K. Entonces un.vector X€V, se dice que
es L.D. de los vectores Xl"""xn €V si X se puede escribir.
de la forma-

1+ ALK, Feee i ann con }iE;K

3.6. PROP. Sea V. un e.v. sobre K, v,vl,vz,..,vne,v

Entonces v es L.D. de los;vl,vé....,vn ssi
| v € <vl,v2,....,vn>
Dem. se deja de ejercicio.

3.7. PROP.. ‘Sea V un e.v. sobre K y Sl'SZ CV tal que
S, = {xl,xz,....,xml} es L.D.

S, = {xl,xz,....,xn} es L.I
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fuego ok =« O ox. —ol X

. ' n .
X+l = 5 )ixi

Entonces = X es combinacidén lineal de los Xy X

n+1
n

" Dem. .p.d.ﬂjaié;K tal que X vi =

X,
+i . i%i
Sl es L,Q- = cxlxl + d2x2+.,...+unxn + “n+1xn+1 =
con los (Xi no todos nulos, ALi€ K '

Pérecx + “# 0 vya que S

n.l -e§ L.TI.

A n+l “n+l 1%1 “¥eter e n'n

xn;l (52§£;> .xlt+ (__g_;) XZ +... 0+ (2Xn ~> xn
o o o ol ;

HacienGO‘}
i

It

, se tiene

i=1

. 3.8. ...PROP.._.Sea- V' un..e.v.. sobre K.--Entonces

1) v -V son L.D. :issi 31 tal que
{VprewneVpy = <"1." SV e Vigyee eV >
2) en generaI‘ScV es L.D. ssi JvES tal que

<s> = <s—-{v}>

Dem. se deéeja de ejercicio

3.9. PROP. Sea 'V un e.v. sobre K y ScV.  Entonces si

S = {xl,xz,.‘....xn} es L.D. se tiene que
‘ Vi, X, es c.1. de los restantes
Dem. .se deja de éjercicio. -
Bjemglo 5.- Sean Xl'XZ'X3 vectores coplanares y ho colineales
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Entonces

S = <X1,X2,x3> es un plano

Es claro que se tiene mas vectores

-
que los necesarios para generar el

ellos—son —suficientes:~  Por otro la
do sabemos que al menos dos vecto=
‘res son siempre necesario para ge-

3
nerar un plano R

Luego podemos concluir, es este caso, que podemos -obtener un-

subconjunto minimo del {xl,xz,x3} que genere a. .S prescindien-

. do de uno de los tres vectores.

’

3.10. PROBLEMA: ¢ Es posible descartar los vectores-

sobrantes de cualquier conjunto finité {lexz,...xn} sin que

cambie el subespagid generado por {Xi,....Xn} ?

RESPUESTA: Si es posible (ver ejemplo.5). La idea ba

sica es obvia, sencillamente prescindir de tantos vectores LD

como sea posible.

En efecto, comenzamos con X

Si Xn es L.D. de Xl,X2 ...... Xnnl entonces
'Xn = dlxl +tx2X2 o «xn‘l Xn—l : c%iEZK
Por lo tanto si x€.<xl,x2, ...... ,xn> , X se puede escribir de
las formas:
. a) X = lel + pzxz f ..... + B X
b) X = (Gl+(Xlﬁn) Xyteooonn + (ﬁn~l + dh_lﬁn) X 1
. . 6 .
De b) se tiene que x <Xl'x2""'¥n—l>
por lo tanto -<X1,X2-‘.., xn—l> = <:X1,X2,....,Xd>
e * |
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Y en este caso hemos prescindido del vector Xn en el conjunto
{Xl,xz; ...... Xh} sin variar el subéspacio generado.

Si por el contrario, Xn no es L:D. de xl,xz,...x entonces

n-1
lo conservamos.

-———Si-.repetimos-_este-procedimiento.con cadamuno.deﬂloshxi-uno tras
otro, dejando a un lado Xi.si es L.D. de los restantes vecto-

ggg‘del ponjﬁnto (posiblemente ya modificado).y conservandoln

en caso contrario, es claro gue obtenemos un subconjunto

Ac {Xl{xz, ..... Xn} , que L.I. y que genera el mismo subesga
cid que‘{xl, XZ, ..... xn} ;
n;uwgs“dgcir——w-uéA§Mm=_ <x1,x2,....xn‘>

Luego hemos demostrado la siguiente Prop,

- 3.11. PROP. Sea V un e.v. sobre K y SCV finito
Entoncés existe ACS, tal que A es L.I. vy

<s>o= <
Démf Hecho ar?iba

Ahora estamos en condiciones de definir base de un e.v

3.12. DEF. BASE

Sea V un e.v. sobre K. Entonces un conjunto ECV, se dice ba-

se de V_si

1) E es L.TI.

2) v =<E)Y

Ejemplo 6. Sea V = !Rz, K = |R, entonceés

E = {(l,O),‘(O,IJ} es una base deIRZ-y se llama Ia

base candnica.
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Ejemplo-7. vV = {P(X) / gradoiP(X) £ 2}
' K= R o
. w2 '
Entonces E = {l,X,X } es base de V |

1) 8Si fEV = f(X) a§x° + a Xl + a XZ_
luego === f(X) = arsl + a;X + ayX
f(x)€<l_,x~,x2> ="V = {(E>

2) A--.T-rivialrr-lente‘{l,xu,xz} es L.I.

3.13 PROP. 'Se;a 'V un e.v. sobr'..e K x E-C V tal que
E = {xl,xz,...._..xn} . Entonces |
" E es base de V = ¥ veV, existe una dnica combinacidén 1li-.
] -~ neal-de los Xi€ E

Dem. (== ) supongamos E base de V
R co n
~ p.d. V = g }ixi en -forma unica

Encefecto E base de V =— V

= {E>
n .
==)V=Z}\1Xi. ., vev
: i=1
o | ' :
Sea . v = Z X, otra c.l. de v
: i%i :
. i=1 _
Luego viv = o A.X, - & X,
‘ - i%i i%i
i=1 |
n .
7 MO, -d,) X, =0
: i i i v
i=1
Entonces y 3 _ . =0 por que E es L.T.
i i i
‘7\3._ - Ot; == Existe una Unica c¢.1. para v.

(&) p.d. E es base V

l) Tenemos que

n
¥ vEV, v=p_ A X, en forma inica
i=1

3

o) ‘
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v €<xl,x2,._..-xn‘7

luego V = <X1Ax2,....v.,xn>
2) pd {xl,xz,... ,X} es L.I.
: oL, X -
1Xp T AXy e X X, =0
pero O =.0X:L + 0Xy 4. 0X_ en forma unica
luego se tiene queOCl =(X2A= ..... iCXH =0y E es L.I.

Por lo tanto E es una base

n

. Ejemplo 8. Sea V =IR y K=IR y ECV Tal gque
E = {xl,xz,.;-...xn} donde
Xgo= (1,1,1,..... 1,0,0,...,0).
Entonces E es base de r" .
n - -—
-En efecto, sea YER ; Y = (Yl,YZ, ..... Yn)

i=1
Y = >\l.xl + ALKy e + A X
Y = ?\1(1,0,_...0)-+- A(1,1,0,..0) 4.+ A (1,...1)
Y = (_7\l +}\.2 oot 7\n, 7\2 + >‘3+"’+?\n"f"'}‘n)
Luego 7\ S :
] Fhy Heie A=Y
2 = Y.
5 et 7\n‘ Y,
Ay het A= Yy
S -y
.o n n
' Entoﬁces 7\1 =Y, - Y, ; A, = YZ'- Yy feenas 7\n =Y
A, = Y. - ¥ = 11 ) €Rr |
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Y = gg& }i X, en forma inica

Luego E es base de R"

3.14. PROP. Sea V un e.v. sobre K. Entoncesi

1) Si vlfVZ""vne;v son L.I. y v ev.f <v1v2,..{.vn>

= v,V ,vz,‘...vn__on_L.I.__

2) En general, si SCV es L.I. y vEV - <8> —
SV {v} es independientes

Dem. :

})A.p.d.v,vl,vz,.i..vn,es L.I.

en efecto '

A v +cxlvl +(XZV2 +""+dhvn = 0 .

Si £ 0 == v ;‘(C(il v, +....X (ﬁdn )‘v
, . var—g.; = n

—_— v <V1V2"'."Vn>- ##

»Ya gue Vv € v —--<~—V¢1~~', Vo eesV D
luego se tiene que X =0 y por lo tanto

X vy o+ 0(2v Fooo ot dnvn = 0

2
Entonces(%i = 0 ¥V, ya que vy,v

ll
Y 58 Tiérné que

X v +~o(,lvl +‘....f0(,nvn =0 = A=0 OLi =0V

- 2) se deja de ejercicio.

3.15 PROP. . Sea V un e.v. sobre V #‘{O}._Eﬁtonces

V tiene una base

Dem : Sea M ={S/sS £ V.y S es L.I.}
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58.

7



e 6 21 S sk v kv i < oA ¥ me mawamite v s e oAt A 8 A s we t e sea rm s ATKSTIMI S ped b e Tl e s 1T T Nt 34 S T s 3 e e L

"ALGEBRA LINEAL®"

V # {01 = v €V, v #£ 0
Entonces {v}éM = M # i

M esta ordenado por inclusién y si Si es una cadena en M, en=
tonces:
‘ Us,EM ; i€N
Luego por'él lema de Zorn, M tiene un elemento maximal S
‘Entonces si S no es uha.baSe de V, se tiene
s8> # vV
Sea veEV-<S>=—5U{v} es L.I. (Prop.3.14)

Lo gue es una contraccidn, puesto gque S es elemento maximal

Luego S es una base de V.

3.16.- DEF. INDEPENDIENTE MAXIMAL
Sea V un e.v. sobre K y ScV. Entonces:
si {Xl, X2, ..... X } c s, el {Xl ..... Xp}

Se dice independiente maximal si:

1) Es un conjunto L.I.:

2) {xl, SN (Xp,w} es L.D. ¥ w €S

3.17.~- PROP.- Sea V un e.v. sobre K.y ScV tal que

{8 =V y {xl, SN xp}cs con {xl, X_Z,....‘Xp}lg
dependiente maximal. Entonces {Xl,Xé...,Xé}es una base-V.
Dem. Se deja de ejercicio

.Ejemplo 9.

l) Sea V = R3 e.v. sobre K, entonces el conjuhto,finito

E-= {(1,0,0), (0,1,0), (6,0,1)}, es una base de 'V

2) Sea H un subcuerpo de ;os C o .
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vV = {f/f : H—— H; £ funcidn polinémica} o
y definamos
£(X) = XF's r =0,1,2.....
entonces el conjunto finito, E = {fo,fl,fz, ...... '..}

es una base de V.

3.18.- DEF. DIMENSION FINITA..
SEa V un e.v. sobre K. Entonces diremos que V es .de
dimensién finita si tiene una base finita.. De lo con

trario es infinita dimensional.

3.19.- PROP.~ Sea V un e.v. sobre'K‘y Sl'SZ’ C V. tal

que:
5p = {uy,upenn u,jy . Vo= <850
S, = {wl,wz,....w } o, S, es L.I.

<,
Entonges # 82 = # Sl

Dem.: Se dejé de ejercicio

3.20.- PROP.- Sea V. un e.v. sobre Ky S T V tal que
vV =<s> 0 '

vEV tal que v =p K.v, con v, €S

, | id i

Entonces S -{vj} u {v} génera a V con j # Q

--Dem.: ~se deja-de -ejercicio.

3.21. PROP. - (Lema cambio de Steinitz)

Sea V. un e.v. sobre K, ScV tal que

<S> =Vy {Vl'VZK ..... ,vn}‘és L.I. Entonces

¥'i, 1< i € n, 3 Si c S tal que

#(s;) =i y <(s-s,) U {vl,vz,....,viy> =
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" Dem.: se deja de ejercicio.

3.22.- PROP.- Sea V un e.v. sobre K y Sl'SZ c V tal

que
sy = {xpx, e Xpd o v =<s)>

Entonces si S, es L.I. = S, es finito y #5, < m

" Dem.: Basta probar -que cﬁalquief subconjunto de V que

. tiene mds de m elementos es L.D.

7 efecto:

- ~ Sea 33 c Vv y.S3 = {Yl, 22,,,,_7yn}

A#S3.= n>m

i

“omo:

v.‘=<sl> #31& €K tal que ¥ Y €8,

'.Yj g Aig Xy
p-d. S3 ésuL.D.
Sean -los n_escalares‘xi,uxz',,,;'Aﬁeix tal que
. . ) ) - s n - °
31?{1 F AV, 4o ALY =j§ 7‘ij
. B e, (%i. AN
o A | j=1 i=1 "7 i
‘ ( . , ) i;l‘ i=1 )
Como; n>m == Jescalares no todos nulos ALy
. : n .
tal que » “A.. 2. =0 (3.1.)-
V S 5 S o |
Luego? )iYi + )2Y2 +..;..+‘)nYh =0 :Con.)j noltodos nulos,
lo que irnplicagS3 es L.D.
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T

NOTA: (Para 3.1), recordar AX = 0 con AéEmen con m<n, enton

ces existen ‘soluciones distintas de la trivial.

3.23. PROP.- .Sea V un.e.v. sobre K y E, F bases de V

Entonces si V..es dimensidén finita se tiene que:

Ey F son finitas y #E = #F

. Dem.: \Y de‘dimensién finita == V tiene una base finita

: Sea E tal base . - . o

E =-{xl,x2....,xp} — VvV =<E)

y sea F = {xl,xz,....xq} otra base de V =3 F es L.I.
Luego por, Prop. 3.22, se tiene gque F es finito y #F.< #E, es
decir q € p o
Aplicando-el mismo criterio, ahora para F base de V == V-=<F)
y otra base E de V = E es L.I.

- .

q

Tenemos p ]
ép./_\ pli-q-=$ p = q (#E = #F)

Luego g

‘Estd Prop..nos.permite.deéfinir..lTa-dimensidn-de-un--espacio-vee - |

torial.

3.24.- DEF. DIMENSION

Sea V un e.v;‘sobre K.y E base de V, entonces-ée defi>
ne la dimensidén de V por: .
dim V = #E

I

* OBS.  .dim {v}.
dim {0}

-l--5 v £ 0
0

3.25. PROP. - Sea V un e.v. sobre K con dim V = n

Entonces:

1)'Si SCV con #S =m y n<m = S es L.D.
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7

2) Si~§; CV es L.I. vy #Sl =p = p £n

Yy si p = n entonces Sl es base de V

3) Si S5,CV con #5, = qy q<n = <Sz> £ Vv

4) Si<S3)’= V con #S5.= r — r 2 n
y si r = n entonces S; es base V
5) Si‘{wl,wz,.-..wt} es un éonjunto generado de V, entonces
alguin subconjunto de {wl,wz,,-..,wt} es una base V
Dem. : Se deja de ejercicio.
3.26.- PROP.- Sea V un e.v. sobre K, dim V = n

Entonces : Si W€ ¥V y S CW es L.I. ,
——= S es finito y parte de una base finita de W'
Dem;:‘ Seé SO.Uh conjunto L.I. vy SOCW
Si S es L.I. y S-C W tal que S
SCV 'y #S € n

oCS entonces

- Extendemos S, a una base de W

0
Si <SO>= W = S, es una base W 'y estd demostrado
Si <50>¢_w == S; =S,V {u;} es L.I.
- donde_ uy €W, u ¢ <SO> »
Si‘<Sl);3W“:=§ S, es una base W y: se tiene la demos-

tracidén. . . A

Si <S)Y# W == S, = Sl~U {u,} es L.I.. .

. donde u, € W, u2'. 92 <'Sl> - )

81 (s,)=W = S, es base de W'y Se tiene la.demosefk“
‘traciodn o ‘
‘.Si <SZ)# W éplicamos nuevamente el proceso anterior
hasta que en no mas de, n, etapas se :obx
tiene un conjunto: ‘ ‘ '

S, = S, U.{ul,u

que es una base de W
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Dem. :

3.27.- PROP.- Sea V un e.v. sobre Ky W' V propio
con dim V = n.- Entonces .

dim W < dim V

dim V'= n === V tiene una base flnlta

Entonces por las prop05101ones anterlores ex1ste F ba

se de W tal que wlé,F, con w, # 0 vy wléiw, ademas F es -

finito y
#F £ n

Luego dim W £ n

Pero W £ V propio == 3w, €V & w2¢iw

Entonces: SI E es base W, se tiene gue

Por
"OBS.
1)

5) .

- -Dem.

EIJ{wﬁ es L.I.

lo tanto: #E<n

vy dim W < dim V

.SI W £ V entonces dim W £ Dim V

dim W = dim V &> W = V-

3.28.- PROP - 8i vV es. un e.v. rsobre Ky SCV es L I.

‘=== S es parte de una base de v

: - -se deja-de ejerc1c19L--'*
3

-Ejemplo l0L Séa V = R’ y K =R -

Si W<€V = dim W = 0,1,2,3

dim W =1 == W= {v} ; v £0 . rectas
dim W =2 ==""W = {v,W} 7 v #w planos
dim W = 3 == W =IR> ‘ ‘espacio -
dim W = 0 == W = {0} _ ' ‘origen.
Ejémplé 11. SeaV =R?Y , K=R ; W=V -

1)

“w = <(1,-2,5,-3), (2,3,1,-4), (3,8,-3,-5))

Hallar-dim W
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2) Encontrar base de W-
3) Extender la base W a una baselR4
Sol. Del conjunto generador de W debemos encontrar un con=

junto minimal generador.

1 -2 5 -3 1 -2 .5 -3
2 3 1 -4 o 0 -7 9 -2
3 8-3 -5 \o o0 o0 0

Luego los tres vectores dados son L.D. y uno de ellos

se puede descartar.
Luego: E = {(1,-1,5,-3), (2,3,1,-4)}

es tal que E es: L.I. y <E> =W == E -es base de W = dim W=2
ECV es L.I. ===) E es parte de una base. de R entonces debemos
agregar dos vectores a E para formar la base, tales que estos no .

pertenezcan a <E>

E = E U {(0,0,1;0), (0,0,01)}

E' es L.I._y #E' = 4 == E' es base de R

N - 3;29.;“ PROP.- -Sea V' un e.v. sobre Ky dim V = n vy

L L
Wy, W, £ W

-Entonces: ﬁl + W2

dim (wl'+ WZ).=Adim W+ dim W, - dim (wlf1w2)

es de dimensidn finita y:.

.Dem.: Si.dim V = n finita y wl,'w2 <y

- = W es dimensidén finita

l 2
= Wl + W2 =2 v de dimension finita

* Por-otro.lado :

$ V== W 0w, £V, de dimensién finita
= Bbase flnlta {X X xp} de

. 2
=2 | .er\wz' y es parte de-una base de wl Y- W2

Luego: F f {xl,.;..,x Y Y ;;..,Ym} base de W

DEPARTAMENTO D CAPACITATION 6. -



que.estos.no

p:+ (p + n + q) _
dim (Wlﬂwz):+ dim (W, +W,)

CURSO: “"ALGEBRA LINEAL™"™
G = {Xl,...xp, Zy, Ty z,} base de W,
Por proposicidén anterior se tiene:
W+ W, =<{x1,...xp, FSUREE S zz,...‘..zq}>
Ademds el conjunto generador es L.I. (3.2.)
Por lo tanto {xl,;“..,xp, Yl"""Ym' Zl,...zq}
es base de W, + W, 'y se tiene . "
dim Wl +dim4w2= (p + n) + (p + q)

dim(W) + Wy)= dim W, + dim W, - dim (yflwz)
Nota: En -(3.2), la demostracidén de la L.I. se deja de ejer-
. cicio. _ ‘ -
Ejemplo 12: v = R3 y K=R 'y Wl,'Wz tales que
W, o= {x €lR3 / X = (a,b,o)}”
W, = {x‘étR3 / X = (o,o,éﬁ N
ent9nces W, W, Svy
V=W @ X, o
. . _ . . _ . - n
d}m (Wy+W,) = dim Wl+“dlmAW22 _d1m>FWl w,)
, T2+ 1-70
dim R = 3. - .
3.30. . PROP.-._:Sea . V un e.v. _..s.obfe Ky W, W, £.V con.
V, W,, W, de dimensiones finitas. Entonces:
- dim. (w1®wﬁ)~ = dim W, + dirh W,
Dem. : "se ‘deja de'ejércicio.
‘Ejemplo 13.- Sea V =_R4, K=R,6 WC m4
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W) /. 3X + Y + 2+ W=

W o= (X, Y, 2, 0.
' X - Y -2 - W=20
X + 3Y + 3Z + 3W =0

Entonces W £ V
- dim W = 2

1]
it

0}

{tx, vy, 2, W) /X=0,Y+2+W

7

{(o, v, z, -, =2) /Y, 7z €R}

" Sea WIEW Wy # 05 w o= (0,1,0,-1)= {¥les L.I.
Pero W - {{wl}>‘ # 0 ==#-ﬁh} no es basée dé W

Extendamos_{wl} a una base de W

Sea w2€W—<{wl}> ; wzéw-
E = {Wi} U {w£§ c'on‘w2 = (OAQ,l,—l)
= {(0,1,0,—1), (0,0,l,-l)}" es L.I:
v W= <E>
Luego E es base de W

‘Veamos ahora una aplicacidén inmediata del concepto de base, nos

referimos al concepto de sistema de coordenadas.
Una de las .caracteristicas Utiles de una base E en un e.v. de

dimensidén n es.que permite esencialmente introducir coordena-=

das en V.

3.31. DEF. BASE ORDENADA.

Sea V un e.v. sobre K, entonces una base ordenada de

V es una sucesidén de vectores de V, X X0, eeeao., X

1 —2° n
que son L.I. y generan V.

L ;*rr*mﬁa
- OBS.: Slkxl' XZ”""xn es una base ordenada de V'D L 1}9;?\
' = {X L. X } es base de V . M’VEN ”604 CEJV]'A; )
| | a4
, ."' \u_ﬂ,j
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Sabemos que si E = {vl, vé,.}.,vn}ﬂbase’prdenada de:V

se tiene que Vv EV

n : :
vV = z: A.X, en forma uUnica
i -

~Es decir 1! (]l,)é,... A ")n) n-upla ordenada de

LIRS
escalares de K, llamada coordenada de v con respecto a

la base E, donde la i-ésima coordenada de v es )i

3.32. DEF. VECTOR COORDENADO.

Sea - V un e.v. sobre K, dim V = n y E = {vl,v2 ..... 'VZ}

base ordenada de V. "Entonces si
, n o
=g vy
i=1

se'define el vector coordenado de v en la base E

por: S | o
. ) ) . ) . . )
[v]g 1 21 L
con la i-ésima coordenada igual a )i
- Ademas los vectores Vi vz,..,.vn'forhér en sistema de;u:

~coordenadas para V y

: Wi:= <vi> ¥i = 1,2,....,n se llaman ejes coordenados
. Ejempl0w}4mwﬂsea v =“R%”.f‘fK‘=ﬁR ----- y'séan“laS“baééSfﬁrdénédas-
| E= {(1,00, (0,12} y |
F = {t1,0), (1,1}
Entoncesz‘en'mz,,4 E define el sistema de'éjes coordenados
‘rectangular. ' | '
W, = <(1,0)) eje de abcisas
W7 = <(0,1)) eje de érdenadas
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X'F define un sistema de ejes coordénado'oblicuo, cu-

yos ejes coordenados son:

Wy = <(1,00> yw, = (1,1

o Xehe, + 2e,

1

. - (1,0) | ' / ]
JH

es una n-upla coordenada

SI X = (4,2) == [x']]3 =,[‘21] y [
 OBS.: _ |
1) Toda n-upla ()l,kz,....,)n) € k"

para algun vector v €V, ‘
a saber E:): v. ; v. € E Dbase
T i i i

Luego cada base ordenada determina una correspondencia bi-

-univoca
v %}.A()l:Xz:"")n)ﬁ \

 tal que conserva‘la +oy .

. 2) ¢Si se cambia la base de V, cambian las coordenadas de un

vector?

. 3) - éQué relacidn existe “entre “las diferentes coordenadas de
'vEV, para difereéntes bases? ‘

Las respuestas las veremos mas adelante.

. ) . 2
Ejemplo 10.: En R definamos las bases ordenadas

E = la base usual o candnica

F‘§ [(cos‘e, sen8) , (sen &, cos eﬂ

-
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(rotacidén en © de la base candnica)
. X .'.. ) ) ) .
si [v]. =1 ~ | entonces
b X \
“6s © sen © x, | X,cose-+ X,sen6
 BdF‘= -sen © cos O . xz fxlseng +4X2cosg'
__notar que: [V]F" = P[v]E -
“8i = M4 y v =(1,1)
- (1 ] oxy=l
(], =] | =
11 - X, =1
..... i 2
_ X'.= 2
3.33.- EJERCICIOS PROPUESTOS.
l.- Hacer las demostraciones pendientes
2.- Si -vl.Qifi,l,O,md
v, =43,-1,n,-1) e r?
nv3 =:(—3,5,m(-4)

Dar condiciones necesarias y suficientes (C.N.S.) para <

qué Vi, V,, V3 sean L.D. y encuentre la dependencia.

3.-. sea w = {(x,v,v,-x)./ x,v€R}  c_ r?

- Pruebe que W SIR4 9 dim W = 2

4, - Sean‘X,Y,Z,€IR3. Dar C.N.S. para que X,Y,Z sean L.I.

5.- sean 5, = {X,X,,X} v s, ={xl+-x2-,x2+x3,xlf>.<3}

Demuestre que si S, es L.I. = 5, es L.T.

4
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6.- Dar C.N.S. para que (a,b), (c,d) sean L.I.

7.- Si V = R4,'K = |R° ¢Es posible formar una base de m4 que
contenga los vectores (4,-3,0,0) y (0,1,0,1)?

8.- . Sean éan3 los vectores: . ) )
vy = f4,—5;7); Vo= (3,—3,4); Vg3 5(1,1,—2){ v, =(2,-1,1)
Hallar un sistema minimo de generadores del subespacio que
los contiene.

ZE1l subespacio referido anteriormente es igual a:
<(1,-2,3), (3,0,-1)>
: 9.§~ Encuentre una base E=dé W si
w=<(1,2,2,1), (0,2,0,1), (-2,0,-4,3)>
Yy luego elemento [&JE VEW ' _
¢ = {(1,0,2,0), (0,2,0,1), (0,0,0,3)} es base de W?
10.- Encuentre dim W si W = {XéJR3 /-Xl2 +‘X22 - X32 =Zﬂ'i
11.- v = {p-{x} /~Grad P42}~y E—= {17-x=1, (X=1) } basé de 'V

‘Encuentre [v], si v = 2X° -

5X + 6
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4.- ° TRANSFORMACIONES LINFALES

Si fijamos nuestra atencidén en los e.v. reales, nos da

mos cuenta gue el estudio hecho puede ser descrito de la  me-

jor manera como una modesta generalizacidn de algunas de 1las

ideas implicitas en la geometria analitica. Aungue términos

tales como L.D, y L.I., subeSpacio, basé'y otros pueden due
noShayan'sido'familiares, lo cierto es‘que afiaden poco-al co
. hocimiento del los e.v. ensehados en -la géometria eleméntal.
Todo esto cambia, . sin embargo, tan pronto como estas ideaa

- se usan para estudiar funciones definidas sobre e.v.

Las funciones mds sencillas, pero también las mas 1m—
.portantes,; ‘que surgen en el estudio de los e.v. se conocen

como transformac1ones ‘lineales.

4.1. DEF. TRANSFORMACION LINEAL (t 1. )
Sean V.W e.v. sobre K. Entonces la funcidn T.

T iV e W
vV — T{(v)

se dice que es una transformacidn lineal si:

l)‘ Tlv, +v,) =_T(v;} + T(v,) ¥ovy,v, €V
2) T(iOCvl) =O(T(Yl).' V0<€K‘, v,EV
" OBS.:

1) Una t.l. T es una funcidn''que envia sumas en sumas y pro-

ductos en productos sobre e.v.

Es decir t.l. es éompatiblefcon las operaéiones definidas’

en los e.v.

2} En la def1n1c1on de t 1. se pueden cambiar las condiciones

1) y 2) por“
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. ~—

TOv, + yz) :CXT(vl) + T(v,)

3) De la definicidn de t.1. se concluye
T (0) =0

4) Una t.l. conserva las c.l., es decir

’ Al‘l, ‘n
. (Zoglvi>__ S o, 10w,
i=1 i=1 .

4.2.- PROP. Sean V,W e.v. sobre K. Entonces T

T : V— W . : )
- T es una tl. & T(Xv, + ﬁvz') =.0<T(vl) + BT(V.Z)
' » - VO(,{BGK : vl,yzev
Dem: se deja de ejercicio. ' :

4.3.- PROP. -Sean V,W e.v. sobre Ky T:V

t.l1. Entonces

1) T(0) = 0. . "

L 2) T(le2 +'>\2V2 +""f+-xnvn) =-)1T(vl) +-X2T(v2)+..+)nT(vn)

Dem: Se deja dé ejercicio
~-Ejemplo 1. ‘Sea T : R” — R’
Xy X)Xy X )
o 3 | L -

" T es una t.l. (Reflexidn résbééto del eje Xl)

En efector: ™ ’_A _
) ) i . ».I\l. l\/ R
1) T(X+Y) 2 T(X) + T(Y) v x,¥ €R®
R o N '
(X+Y) = T[,(X-.},‘;?’fz) + (?iraYz)] ,
. * i " : C
=T (X + Yyy X5 4+ Yp)

> W. una.
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(Xl+Y - X, - Y

il

1 2 3)

- Xz) + (Yl - Y2)

(X,

T(X) + T(Y)

2) Tx) 2 XT(X) v XER, X € R
A et )
T(aixi,xz) = T(dxl,cixz)_ .
= (dxl, - XX,)
. =<X(Xl,— XZ)
= XT (X, X2)
Ejemplo 2. V = W =R y K =1IR
S :‘R2 ~;9 R
v(Xl'X.?)‘ — (X + Xy, X)) |
T es una t.l. (Rotacidén en 0 = WW4)
. ' ‘ 5 72 i -
Ejemplo 3.- Sea V =R, W=IR", K =1IR
T : R"— RZ
X — (3X, 7X)
'( T es una t.l.
.\A. B
Ejemplc 4.~ T = V L5 W , .
X —3 T(X) =0 ¥ X€E'V

T es una t.l., llamado transformacidn cero, 'y se
indica por .T, o 0. . ‘

T iV s VO

X —> T(X) = X .

';T es una t.l.,-llamada de identidad y se denota por
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Ejemplo 5.- V éf[a,b} : K =R
‘ T : Izba,tﬂ N Zf[a,hﬂ

f +— T(f) =jz £(t) dt

IN

T es una t.1l.

Ej o ‘ ol
Ejemplo 6 g .l oy — B )

f ——> T(f) >= f!

Tgé una t.l. (T(f) = D(f)

£)

. Ejemplob7,— T thm - mem

X+—— T(X) = AXB
\\ ¥ . ’ .
‘T es*una t.l., donde AEM .y BEM
: > - 'nxn mxn

4.4.- DEF. SUMA DE LOS t.l1. Y PRODUCTOS POR ESCALAR

. Sean V,W e.v. sobre K vy Tl' T2- t.l. tales que:

Ty, Tyo Vo= W

Entonces sewdefiﬂen-1asfsuma§-y~pnoductos-siguiéntes:-g‘

1 (T T ) = T (V)4 T, () L v EV

2) (AT = AT (v) i e

4.5.~ DEF. CONJUNTO DE LAS t.1.

Sean V,W e.v. sobre K, entonces se define:

Hom(v, W) = {T/T: Vv — W ; T es t.1}
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2 (Hom(V,W)) entonces

4.6.- PROP. Si T,, T

+ .T. € Hém(v,w)

1) 1 5

2) ')Ti € Hom(V,W) ; AEK

Dem: l_b :

1) p.d. (Tl + T2) «le + v2)-= (Tl +'T2) &vl) + (Ti»+ TZ)(VZ)
(T, + T,)(Xvy + v,) = ‘I"l(0(vl + vy + T, (lvy 4+ v,)

‘=OCTl(vl) + Tl("z) +0CT2(vl) + Tz(vz)_

I

OCFTl + TZ)(Vl) + (T; + Tz)(_vz?

" 2) Se deja de ejercicio.

: 2 2
. Ejemplo 8.- Sean T, = D, T2 = D €Hom(ﬁ [a b] f[a b) )
- >
"Entonces:’ D' C+ D/.:g [a b] — r:[a b}
AN
- f —_— £n + fn
. ‘ ' 4‘,»2”"4 ~. 2 I
- Luego: LmDT 4 D)(y) —~D y +- Dy
4.7 PROP.- Si definimos las operaciones + y +, dado
eﬁ Def. 4.4., en Hom(V,W).  Entonces se tiene que

Hom(V,W) es un e.v. sobre K

-Dem:- se deja de ejercicio:

- = 4.8.°PROP. SiA" {f/f Vo W T VWA Dy -f func1oﬁ}

Entonces. Hom(V,W) -

Dem.: Se deja de ejercicio.
4.9.- PROP.- Sean V,W e.v. sobre K, de‘dimensiones
finitas, y E = {vl,vé,...,vn} una base ordenada de V
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CURSO:

| y {wi,wz,T...,wn} vectores cualesgulera de W

Entonces ;B!It.l. T tal que
' TV — W

T(v.) = w., ; 1i=1l,...,n
. i i R o .
Dem.: Para demostrar que existe una t.1l. T tal que T(vi) = W,
| 2
_ Y
Dado v € V == (vl =| |
. ).n
D
v =.E§% -)i'vi .en forma unica

_Para-este vector v definamos:
. . =) . .
T(Vv) LWyt Ay Wyt + AW (4.2)
Egﬁoﬁcesx? es una correspondencia bien definida tal que
T : V ——3 W
vV 3 T(V)
y T(vj) ='wj_ para cada j= 1,.:.,n -(por (4.2))

‘ Veamos que T es una t.1.

X =<le1.+ div2+;.;...+-d3vn
Y = ﬁlvl t ﬁ2v2+..;..;¥ Vo
AX 4y = d‘dl + PPvy + Qv fdvy, o+ (A + (Br;) ‘vn
TAX+Y) = QA +B)wy + ..ol St (O ) W
)T(X) + TkY) ;')«xlwl+ ....... + K w ) + ﬁlv1+'f"+r3nvn
Luego T (AX '+ Y) = AT(X) + T(Y)

~Sea U una t.1. tal que

U: v — W con U(vj) = wj poJ=1l,...,n
‘Entonces para v = iﬁ A vy se tiene'-
' o =1 ' ‘
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. .n
U(v) = U (Z{: ?iv;>

i=1
n 'n ' _
= ;;i )i U(vi) = %;i Txiwi

Luego U és exactamente la misma correspondencia T, lo

que implica que la t.l. T con T(vj) = wj es unica

4.10. PROP.- Sean V,W e.v. sobre K, tales que

dim-V = n'y dim W = m Entonces
dim Hom(V,W).= n m

Dem. : Sean:

E =.{vl, \PIERERE ,vé base ordenadg dé Y
F = {wl, w2,,.ﬂ..,wﬁ} pasé ordenada de W

‘Definamos una t.l. para cada par de enteros (p.g.} con

1€ p€m y 1'£g<n por
CosPd Ly o
v 3y sPr9qy)
- 0 sii#aq
o Sprq(‘vi) — . # q ‘

w_sii=
P E
= ST
~ Vig'p
Existe una tdnica' t.1. de V en W que satisface estas’

condiciones. Se tiene que las mn transformaciones lineales

sPd fofman una base de Hom(V,6W)
Sea: T :V — W una t.l.

+

Yy para.cada -J, 1 = 3 < n
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. . —AI;
| ﬁ%yjﬂF i _éZj
. mj

' m ' .
" Es decir -T(v.) A . W
T B .g;£ p3 P

N

- n 3
_p.d. 5 a__sP.d
g=1 P4

L
.
o p=l

rac cada j

_ p.a
U(yj) = z: ;: Ay S (v3)
=‘z;j- g:j‘qu 5jp “p
m
- T(v.)

Luego U = T

Pero de (4.3) se tiene que los sP'9

entonces debemos demostrar que son L.I.

si la transformacién:
) ) a_ sPd
p. - g Pg

Es la transformacidén nula, entonces

U =

U(vj) = 0 para cada j
"~ Con-lo due
.m

A . .
Pi J

Sea. U la t.1l. del segundo miembro de 4.3.

(4.3)

Entonces pa

généran Hom(V,W)

Pero esto

queda claro.con lo expuesto anteriormente; en efecto,
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Pero el {wj} son L.I. 1lo qgue implica que

A . =0 ¥ -
PJ . PY J

Luego los sP'9 son L.I.
" Por lo tanto base de Hom(V,W)
.Luégo dim Hom(V,W) = n m
; e 2 3
- Ejemplo::-Sean: V. =R, W = @ ,, K =R 'y
; ' ' N 2
. {(1,2), (3,4)] base de R

Por la prop. 4.9 existe una unica t.l. T

T : Rz SN R3h.tal que - ,

Si Vv, = (1,2)\.; v, = (3,4). y vectores de W
f’ yl/f £3,2319 PoWy = (6.5.4) , se t}ene.

/T (vl) =W, y T(vz).f W,

, Por:lo tanto podemos encontrar T(X), donde X € V, encon--

- trando los escalares A,y }é tales. que
X =\~\x1."1 Ay Ao
luego T(X) =T (‘)1vl +U)ZV2) ' TR Lo S,
T X) =N T(vy) + X,T(v,)

Si X = '('1,0) — (1,0) = 7\1\!

T

— =2 5 Oy, =1 -

N Entonces T(1,0) —2‘T(Vl) + 1 f(vz}_

~2(3,2,1) + 1(6,5,4) = (0,1,2)

3 2

Ejempio :“~Si‘V = R Y W=R", K =R
entonces dim Hém ORB, R?) =, 4+3 2
= 12
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4.11.- DEF. COMPOSICION DE t.1.

Sean_V,W,U:e.v; Sobre‘K Yy
T, : V.— W
_TZIW—-;;‘U

entonces se define la compuesta de Tl'yT2 por

”(TZ Tl)(V) = TZ (Tl(v)) ;-jv'e Y

4.12.- PROP- Si T, Hom(V,W) y T, Hom(W,U)
entonces . |
_ T, Ty Hom(V,U)

3 - . ?
Dem.: (TZTl)()x+Y) = MT,Ty)(X) + (T,T;)(Y)

AFTZTl)( X+Y) T2(Tl(7xX+Y)

I

T2(')T1(X) f‘Ti(Y))

= AT, (T (X) + T,(T,(Y))

MTLT 00+ (T,T)) (¥)

Ejempio 10~

2

Sean V=W =U=R"" : K =R

CE = {el,'ez} base candnica de RZ

Ti = Rotacion en.ﬂ72, (% )'§entidotpbsiﬁyo
T, = Reflexidn sobre eje X

. Entonces
(TlTZ)(el) = Tl(Tz(el) = Tl(gl) = e,
(TZTI)(el)A= iz(T;(el))= TZ(QZ? = -e,

luego’ _
T,T, £ T, T,

no - es conmutativo.
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4.13. PROP.- Supongamos que estan bien definido los

productos (composiciones) de t.l., se tiene.

1)

-2)

3)

4)
5)
6)

Dem 2)

Tsz # Tle

T (T,T3) = (T,T,)Ty

(T + T,)Ty = T;T3 + T,Ty
"Ti(Tl + T,) =TTy +‘T3T2-
(T)T, = Tl(oc T,) = OL(T,T,) . M€K
T, I, =T,
I, T =T
sean
v, T3 ;.Vz T2 N V3'Tl' > v,

Ti((T2T3)(v))
Tl(TZ(T3(V))

(Tsz)(T3(v))'

((TlTZ?T3)(v)

Tl(TZT

é?_=‘(T£T2)T3"

" El1 resto de las demostraciones se dejan de ejercicios

" Sea V un e.v. sobre Ky si T

4.14. DEF. ~OPERADOOR LINEAL (o.1.)

Vv — V es una t.l.

Entonces T se llama operador lineal en V.

" OBS.

Se ve claramente que si Tl' T2 son dos operadores

- 82.
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lineales en V, entonces estd definida la composicién T, T, ¥

Tle gue no necesariamente son iguales.

4.15. DEF. POTENCIAS DE UN 0.1l

Sea V un e.v. sobre Ky T un o.l. en V. entonces se

definen las potencias de T pdr:

™ =1
o
3 - 22
n-. _n-1

en general : T = T T . n €N

‘ A 4.16- PROP.- Sea V un e.v. sobre K y T un o.l. en V.
Entonces - o '
1) 1t o= P

2) (™" = 7"

4.17.- PROP. - Sea V un%é.v. sobre K y T;, T

operadores lineales sobre V. Entonces:

1) T;T, # T,T;

230 Ty (T,T9) = (T T,)Ty
3 IT =TI =T
49 T (T, +.T3) = T,T, + T, T,
(Ty + T3)T) = T,T) + T,T,

' 5) }(TITZ) = (AT)T, = T,(AT,)
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‘Dem.: 4) p.d. ,Ti(T2-+ T3) = T;T, + TlT3

T, [(r, + T (v)

[Ty, + 7] () |
= T, [Tz(v) +-T3(v)1
=T (T (v)) + T (T-(v)) '
= Tsz(v) + T1T3(v)
=[r7, + T T3l

Luego . T (Tz f'T3) ='T1T2Z+ TlT3

El resto de las demostraciones se deja de ejercicio.

Ejemplo 11.-
Sea V = {polinomios reales} -3 K'=I[R-
Tl : T2 " : V ——> V definidas por
Tl =D = Tl(f) = D(f) = £
N Tz(f) =X f

Dos operadores lineales sobre V

Entonces

lT2 # T2T

1
OBS. Si T es un o.l. sobre V, podemos usar las potencias
de T y las operaciones + Yy para formar polinomios en T.

As{i sisetiéne un polinomioc en p(X) real P(X) = ag + a; ...+a x"

Definimos p(T) como la t.l. en_V.obtenlda sustltuyendo

X por T en p(X)

Estos polinomios obedecen todas las reglas familiares
del algebra de polinomios, con la sola excepcidn de que los
productos puedan a veces hacerse nulos sin gue sea nulo

ninguno de los factores.
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CURSO: .  "ALGEBRA LINEAL"
4.18.- 'DEF. POLINOMIO DE o.l.
Séa'V unVe.v. sobre Ky T un' o.1l. sobre V. Entonces
definimos el polinomio del operador T por:
: I n’
‘“"“'P‘T)’— aQT + alT +"'.ff gnT-
con a.. €[R I § ='__:l_' ..... . ~
y .si-X c v _ée_ tiene
[P(T)] (X) = agX + alT(X) oo+ a T (X)
E'emAio 1l2.- . . ' e
3. P . v =Ipn ) . ‘ ‘ ?
T=D : P ——s [P !
f ———5 D(£)
Luego:
D(f) =0 'y D #£ 0
Ejemplo 13.- :ﬁ [a b) , K =R
zn[aﬁ]——a e @lﬂ
Y deflnamos el polinomio- :
_ n n-1 '
,anD + anle +oo.... + alD +ag -con‘aie K

llamados operadores diferenciales lineales con coefi-

cientes constantes.

Ejemplo 14.
SEa un tal polinomio diferencial lineal de orden 2.

p(D) = DZ + D - 2

—

- ., - . 2
si y es.-una funcion perteneciente a'E

se tiene

'l:p(D)] (D +D - 2) y-
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e

= Dzy + Dy -2y

"y se tiene una ecuacién diferencial lineal de orden-
2 con coefiente constante si .
2

Dy + Dy - 2y = 0
oy ey |
. - 2y =0
2 .
dx ax

Podemos aplicar el algebra al polinomio diferenciai 

D2 + D - 2 y obtenemos

p2 4+ D - 2 = (D-1)(D £ 2)

y por lo tanto - ' ‘ | . C
(0?2 + D -2)y = (D-1)(D+2) vy

y formamos la ‘ecuacién diferencial

(D2A+ D - 2)y =0 y si desea resolverla Se_tiene
(02 + D -2)y = (D-1)(D+ 2)y =0
> (D -1y =0 ~ (D + 2)y = 0
X -2X :
> Yy = Ciel + Che
_Ejemplo 15.- o
SeéniTl, T, o.1l. sobreﬂgn [a.p]
definidas por
Tl = XD + 1
T2 =.D - X
Luego
Tfy)= X Dy + vy
Té&)=‘Dy - Xy
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“"ALGEBRA LINEAL"

entonces:

[xp? + (1 - x%)D = Zx] v

' '(ElTZ ly.
(T,T)y ;‘[x92;+x(2-- X*) D - XJ>y
por lo ténto:.' | |
| Tszjf T2T14
.Verémbs ahora.loé éohceptos'de pucleofe imagen, que

tiene gran importancia ‘en el estudio del comportamiento de
; las t.1. ' . ’

'4.19.- - DEF. NUCLEO E IMAGEN

Sean V,W e.v. sobre K y T:€(V,W). Entonces Se'definé
'l). El ﬁucleé‘T por -‘ _
Ker T = {v/v € V tal que T(v) = 0}
2) La imagen de T por:
Im T = {w/w € w;‘gﬂv € V.tal que T(v) = &}

OBS:: Es claro que Ker TC V & 'Im T< W

4.20.- PROP. SEan V,M, e.v. sobre K y T&Hom{V,W)

Entonces:
7

1) “KerT = V

2) ImT €W

v

Dem. 1) KerT # 9

RN

0€V = T(0) =0 — 0 € KerT

vl;vzé KerT, X € K =—= C(Vl + vé € KerT
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"ALGEBRA LINEAL"

b.- wl,wé,e Im T, XEK =;=@_qwl + W, € Im T
 Com$: Wy € Im T == 7] vy é.V tal que‘ T(vlf‘= Wy
w, € Im T.#) 3v2€V tai qge T(VZ) =W,
Entonces o | o i
T(O‘-vl +_v2) = XT(vy) + Tlv,)

Por

a)

M (T) = dim Ker T

" b)

El rango de T por;

il

T(Kvy + v,) = KT(v)) + T(v,)

X0 .+ 0
= 0
.. KerT = V. '
S 2)-ais Ime T P

"J 0€EV tal que T(0) =0 == 0 € ImT

?fwl-+ w,
. oLwy + W, € Im T.
<

lo tanto Im:T = W

4.21.- DEF. NULIDAD Y RANGO.

Sean V,W e.v. sobre K y'T €Hom(V,W) Entonces se define:

La nulidad de T por:: o

SJ(Tr) = dim Im T

4.22.- PROP.- Sean V,M e.v. sobre Ky T € Hom{V,W)

y dim V = n 7]<T) =q ;  S(T) =R

DEPARTAMENTO DE CAPACITACION
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CURSO: "ALGEBRA LINEAL"

Entonces:

dim V dim Ker T + dim Im T

ﬁ(T) + §(T)

_n:==%_B“=,{vl,vz,,...,yn}' baSélgrdgnada de V-

n

H

il

) Dem. : v,dim v
R ()

F'base'==%Fes'L.I.

g = F = {vy.vy....,v .} bade ordenada de Ker.T|

. Luego F se puede extender a una base de V
SEa E esta base

Luego FCE vy . E = {Yl’VZ”"f‘Vq'vq+l"""Vn}

p.d. {T(v );..“..T(vn)}'es base de Im(T)

g+l
_Enefecto: '

Evidentemente sabemos que:

Im T

=A<:T(vi) , T(vé),...T(vd),-T(vq+l},..;T(vn)>>
pero T Vi .= 0o V;E.i.= l,,.;.y;q '
‘luego - Im T ='<(T(vq+l), ....... ,T(v ) D
Los vectoreé T(vq+l),; ...... T(vn) son L.I.

En efecto:

Sean ‘)i € K tales que

‘n

. , .
A, T(v.) =0 = T Av, |'=0

. n_
- '57__ 'Aivi'é Ker T

. ' i=g+1l
Luego si V =A§§: :)ivi y F base de Ker T
‘ i=g+1l ’
se tiene v = z:: L.V,
i =1 J ]
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“"ALGEBRA LINEAL"

entonces E
. .se debe. _tener. que

| luego {T(vq+l
pero AdimlIm T =

luego r =

n

dim Vv

Ejemplo 16 ‘
" . Sea T : V

Ejemplo 17.-
Sea dim V

-——en=pa¥ticilar ki =

SR R

i=qg+l

}vq,...,v } - es base de V
A= N = =N =gy = =y
0 "V’i-‘, =.g ‘i‘l")--;'ln

cvey T (Vﬁ)} es base de_Im T'

Stm)y = r

n - gq .

g +-r

N(T) + §(T)

> V. ;7 dim V = n

$1iT =1 =5 Ker T ={0} ‘q(r) 0
' n

= n
T : V—> W
Si T =T, == Ker T =V A M(T) =n
ImT ={0}- ~ §(r) =.0
' Ejemplo 18.- . _ : .
sea 1 : Blo, 0] — % [- o, o
ﬁwn:nz- I |
Entoncesﬁ‘Ker T = {Y/Y €‘E2 Lf @®, dﬂ A (D2 - I) y = 0}
Es decir“' encontear éI'KeE‘T'es;éoncontrar las solgciones de
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la ecuacidén diferencial:
.

d’y B ‘y -~ 0
‘dXZ
e 3 X -X ' o
Ker=T = {Y./ v, = cie® + c,e™ ; ¢ ,c, € k}
Ejemplo 19.- -
’ 3 2 2

SEan V = R> , W.= R, K = R,.T .Hom (R>, R?)

téles que: _
T (X,Y,2) =(X.-2,Y) - - -

a) ZEs T una t.l. 2
b) Encuentre una base del Ker(T)

c)}. Encuentre Im(T)

sol. a) se deja de ejercicio

b) Ker T = {v/v € R3 tal que T v = 0}

{(X,Y;z)/,T(x,Y;z) = (X-2,Y) = 0}

luego tenemos

(X-2,Y) = 0 = - X-Z2 = 0
, Yo = 0
\
—_— X = Z Vv Z €R
Y = 0

—= Ker T = _<(l,—'lQ,l)>

== Ker T = {v/véJR3 y v-=.7\(l;0,l):)€iR}

y E = {(l;OTlﬂ- base de Ker T
=M(T) =1 |
c) sabemos que:
DEPARTAMENTO DE CAPACITACION )
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dim v = T(T) + §(T)
3= 1+ §(1)
Ty = 2 |

Luego podemos encontrar un -conjunto generador minimal

de Im _(T), que debe tener 2 vectores.

Enefecto: : »
Sea F = 81,0,0),2{0}1,0),L(O,O;l)}‘base cénéniéa;d&ﬂR3

~

entonces por Prop. anterior

T(1,0,0) = (1,0)
T(0,1,0) = (0,1)
T(0,0,1) = (<1,0)

Debemos encontrar el conjunto generador de'entre
{(1,00, (0,1, (-1,0}

1 0 -1 " :
_ =—— 3 2 vectores L.I.
1 0

0
Luego .{(1,0), (O;l)} es una base de Im T
Im T = <(1,0), (0,1)> == Im T = RZ
Ahora examinaremos aquellas t.1l. T &€ Hom(V,W}, paré
las cuales se cumple una o las dos de las siguientes'igualda“A
des: - -

2 Im (T) =V

Ker (T).= 0 /5

4.23.- DEF. -£.1. INYECTIVA Y SOBREYECTIVA.

Sea T € Hom(V,W) Entonces

1) T es inyectiva o 1-1 ssi T(vl) = T(vz) == V, = v,
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2) T es s,obréyectix)a ssi ¥ w €W, IvevV tal que T(v) = w

p;d.

es decir si Im T = W
4.24.-. PROP.-- Tg¢ Hom(V,W) es i-1 ssi Ker T-= {0}
- Dem.: ' (=) supongamos gue T es l-1

Ker T = {0}

. Supongamos que Ker T #‘{0}

luego

{ ==) _

p-d.

—= Jv # 0, veKer T tal que T(v) =0
pero T(0) = 0

T(0) == V=20

T(v), = sl
Por lo tanto Kker T = {0}

supongamos Ker T = {0}

T es 1-1 ' ]

vV, € Ker T — 'T(Vl) = T(Vz)

OBS.

‘.
ﬁ'
=T es inyectiva

éPara qué t.l., T, existe T 12

Sabemos que si una funcién £ : A
1-1 y sobre ssi es biyectiva
Ademas f .es invertible si’B!fhl tal que

g1 B —A vy

93.




CURSO: “ALGEBRA LINEAL™
. . } )
T

También se tiene que si f e?-biyectiva, entonces f es

3

invertible. .. : SR

4.25.-. DEF. t.l. INVERTIBLE.

Sean V,W e.v. sobre Ky T€&€ Hom(V,W}. 'Entonces T se
dice” “invertible si 3Iv T"l IW —s |V A

Tal que it I, vy TT  =1I

4.26.- PROP.- Sean V,W e.v. sobre K.y Te Hom(V, W)

Entonces si T es.invertible se tiene que

T"'l € Hom-(w, V)

-1 | 1
Dem._. p.d. T 7 (Aw; + wy) = AT T(w;) + T “(w,)
con w;, w, € W ; >\§K
sabemos que
T invertible = J! ‘Tﬂl
S®an v, = T_l(w ) .
1 1 :
. == d! Tv, |= W,
v, = T w,) vl
| 2 1S | |
T Lineal = T( Avy o+ VZ) = ~)\T(vl) + T(Vz)
= >'Wl + W,

R }wi + w, es el uUnico-vector de V tal que T 1lo

lleva en 7\wl + wz

. -1, 5 '
Luego T ~( )\wl + w2) = AV, + v,
R § 5 N
| = X‘? (wy) + T " (w,)
Por lo tanto Thl es't.l.

OBS.: Si T, :V — W t.l. invdrtible

T2 : W — U t.1l. invertible
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‘"ALGEBRA LINEAL™

Entonces por lo anteriormente visto se tiene
-1 -1
1 T2

Solamente necesitamos probar que la inversa derecha e

. . -1
T,T, es 1nveEF1ble y (TZTL) =T
. . _ -1
izquierda de T, T, es (T2 Tl)

4.27.- DEF. ISOMORFISMO.

‘Sea T € Hom(V;W).'Ehtoncés siT es 1 -1 y sobre se di-
ce que T es uanomorfismo. Ademds V.y ‘W son isomorfos vy se

denota por:

VW

4.28.- DEF. t.l. SINGULAR.
. [4 . . .
Sea T &€ Hom (V,W). Entonces T se.dice no singular si

Ker (T} .= {0}.

4.29.. PROP.- Sea T € Hom(V,W). “Entonces
T es 1-1 &= T es no singular

Dem.: Se deja de ejercicio:

OBS.: Las t.l. no singulares preservan la independencia li-
‘ neal.
4.30.- PROP.- Séan V,W e.v. sobre TE&Hom(V,W). Enton

ces T es no-.singular &= T aplica c¢ada subconjunto L.I.de V

sobre subconjunto L.I. de W.

Dem..: { =— ) supongamos que: T es hésiﬁgurar

p.d. Si S = {Vlf ..... oV CIV, LI — {Tvlf,?i.,Tvn}
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.CURSO" “ALGEBRA LINEAL™"
En efecto A .
o ‘)l T(Yll + oTlv,) +...... +'X5T(v )= 0
- =¥=$ T(llvi+ ....... + }nvn) = 0
= 7\lvl e + AV, =0
==%§ )lA_ Ay =evnns ~.—')n =0 por ser S L.I;
A — T(Gl} R, ,T(v_) son L.I.-én.WA

(&= 'p.d; T no es sinéular

A gbV EV, v£#0 = {v}] es L.I. en V
| : ;=é {TV},és L.i. en W
=3 Tv_ #.0=
;_=; Ker T = {0}
‘==?VT es no singuiar

~

[;EjemplO'ZO:]'

[

Sedn V= W =R?, K =R y TE Hom(RZ , R

Tal que i(Xl{ XZ),= (Xl + X,, Xl)
Entonces T no es singular

En efecto:

= T es 1-1

2

1) p.d. Tlvy) = T(vy) = v = v,
- T(v)) = T(v,) = (X; + X,, X;) = (Y; + Y,, ¥
— X + X, =Y, +‘y2 ‘
Xl= Yl
== X =Y, ~ X, =Y,

)

. 1
(T es 1 -1)

]

4 E . =S Ker T = {03}
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AR

== T es no singular

Ejemplo 21:

Para t.l. del ejemplo 20 encontramés
a) Que Ker T = {o}, es decir T es 1-1
e - X)) =0
Seé‘(xl,.xz) Ker T ;=§ T(th XZ) 0
1===# (Xl + Xé,'xl).z 0
0

> Xy + Xy =

Xl= 0
= Xl ='X2 =0
== Ker T = {O}
== Tes 1-1 |

b) T es sobre

2
1 X2) € R talvque

' 2
yAwl,gyem.,a(x
T(Xl{ xz).= (Y Y2)

se tiene

| T(X). X,) = (X, + X5, X;)
"~ luego X, + X, = Y, ‘
X, = Y,] T Xp =¥yn Xy =Yy - ¥

Entonces T es sobre

{0} == T

c) Ker T = =0
. Im T = IR2 = S(T) = 2
dim v =M (T) + §(T) = 2
d) Se tiene T es-1-1 sobre == T es isomorfismo

—— T es invertible

—> T es no singular
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.y se tiene que

T (Y, ¥, 5)
= (YZ' Y -.Y,)
4.31.- DEF. GRUPO LINEAL GENERAL.

Sea V un e.v. sobre K. Entonces se define el grupo

" lineal general de V por:.

GL(V) ='{T/T:es.un o.1. sobre V no'singulaf}

' 4.32.- PROP. G.L.(V) és_gfupo

Dem.: -Se deja de ejercicio

4.33.- PROP.Sea V,W e.v. sobre -K con

dim V = dim W = n y T €Hom(V,W)

Entonces:
T es iSomorfismo &= Ker T =A{Q}

Dem: { =) T isomorfismo =—=T.es 1 -1
' == Ker T = {0}
(&= ) p.d. T és 1 -1 y sobre ‘

a) Ker T = {O}'==% Tes 1 -1 (Por prop. anterior)
b) p.d. T es sobre _
‘Sea w € W vy {Vl' VZ,;..-,vn} base de V
entonces‘{T(vl);.,...,T(vn)} es base de W

En -efecto:

DEPARTAMENTO DE CAPACITACION 1 9.




/—
CURSO:

“"ALGEBRA LINEAL"

):0 ‘Vi =l'2,o'o

L1l

{Tvl,..;.,Tvn}‘es L.I.

Por otro lado # {Tvl”"'°%TVn}'? n —.dlm W
ALuegO'{Tvl,....(Tynl es base'Qe.W

.Si w 6 W@ wo= Wy W, e +0C W

= 'I‘(val+.. ... ’-’+O(“nv-n) _

- ‘ - n . .
= Jvev, v =';Oivl tal que T(v) = w
‘ 1= '

Por lo tanto : , .
Im T = W= T es sobre

" 4.34.. PROP. Sean V,W e,v, sobre K y dim V = dim W
y TE€ Hom {(V,W}.

Entonces son equivalentes:
1) T es invertible
'2) T es ne singular
- 3) T es sobre

. Dem.: Se deja de ejercicio.

- 4,35.- PROP. Sean V,W e.v. sobre K y dim V = dim

Ly Te;ﬁém(v,w)
| ~Entonces son equivalentes:
a) T es invertib}e-
b) Tles no singular

c) T-es sobre

:=§L1_T(vl) + K Jv,) +...+cin T(v )

= n

W =n

OEPARTAMENTO DE CAPACITACION
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CURSO: " "ALGEBRA LINEAL"

d) {Vl,...,vn} base de V =—3 {T(vl){-;.T(yn)} pase de_w

e) 3 base {vl,....vn} de V tal qué {Tvl,...Tvé es base de W

Dem.:  se deja de ejercicio.

Presentamos ahora una de Ias aplicaciones de las t.l
".Gran. parte del estudio de las t.l., se dedica a disefiar méto-

dos para la resolucidén de ecuaciones de la forma:
AX = Y

donde 'y' se conoce, 'X' es incdgnita y A una t.l.

4.36. DEF. ECUACIONES DE OPERADORES

Sean V,W e.v. sobre el cuerpo Ky Te Hom(V,6W)

entonces la .ecuacion
T™X =Y

Se llama ecuacidén con operadores

-

-

\.—/ )
OBS. En general, la técnica para resolver una ecuacidn con

operadores depende de T, la t.l. y de los e.v. V,W

4.37. DEF. VECTOR SOLUCION

Sea T Hom(V,W). Entonces el vector X, gV es una so-

0

lucidén de TX = Y. si TX, = ¥ ~ /

y S ={ XO/XO es solucidon de TX = Y} se llama conjun ‘

to solucidon de la ecuacidn

OBS.:

1) Se se tiene la ecuacién homogénea TX = 0, entonces el con

!’

junto solucidén $ £V
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2) Una de las propiedades més-importantes de las ecuaciones
con operadores es: '
El resolver TX = Y, se reduce & resolver TX = 0

Efectivamehte si pres una solucién particular'de X =Y

‘X, es una solucidén cualquiera de TX = 0
entonces . :
Xp_+ X, es una solucidén de TX =Y
S ya que: _ o ‘
T(Xp +'Xh) = T(Xp) + Tgxh)
‘=Y+0
=Y
Ademds toda solucidn X0 de TX ='Y se puede escribir
como Xp + Xh para Xh adecuado, ya que: ]
:?(xo - Xp) = T(XO) - T(Xp)
‘ =Y -Y
= 0
entonces X. - X_ = X es solucién de TX = 0

0 P h
y por 1lo tantq-x0 = Xp + Xh

.- Luego hemos probado la siguiente proposicidn:

4.38. PROP. Sea T Hom(V,6W)

Si Xp es una solucidén particular de TX = Y
entonces su conjunto solucidn es:

S f(‘XOIXp +'Xh}

donde X, es la solucidén de TX =0

h

Dem. : Hecha arriba

,

DEPRTAMENTO DE CAPACTACION | 101.




CURSO: "ALGEBRA LINEAL"

Ejemplo 21 :
Sea T = D2 lAi-tal que
T':zgz (—iB)OM):————}82(~GL ® )
Entonces - 1la ecuacién'con Qperadores
TY =1 ; Y €£§ (-0, ®©), tiene la forma
b2y =y =1 (4.0
Yp = -1 es trivialmente una solucibén de (4.4)
y Su ecuacion homogéneo asociada es
p’y v =0

Yy se tiene
YQ‘: cie’ + cze'x'

lueg$
Yo = -1 + Cle>_( + cze‘_x'
Uno de los pfincipales problemas en el estudio de las

OBS.:

. TX

~ciones.

ecuaciones con operadores es el determinar condicio

'Y tendrd solu-

nes bajo las cuales la ecuacidn ‘TX
Este es el llamdo problema de existencia de
las ecuaciones y las proposiciones gue. establecen es

tas condiciones se llaman teoremas de existencia.

de determinar cuando TX Y admite una unica solucidn.

Este problema se conoce con el nombre unicidad

4839C7PROP. Si T Hom(V,W). Entonces la ecuacidn

Y tiene una Unica solucidn ssi

\ .

Tt
”’u..,

~ DEPARTAMENTO DE CAPACITACION
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Dem. :

_ , o -
TX = 0 tenga solo la solucidn trivial, es decir
ssi Ker T = 0

Pendiente o se deja de ejercicio.

103.
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5. . REPRESENTACION MATRICIAL‘DE UNA TRANSFORMACION LINEAL

Ahora veremos que toda . L. se puede representar por

una matriz.

Primeramente veamos otros detalles acerca de los vecto

res coorddnanddas,

5.1. DEF. VECTOR COORDENADO

Sean Ve.v. sobre K, E= {vl,vz,.;., Vn? basé.brdenada

de V. Entonces,

Vxev == . X = ,7.\lv1+'?x2v2+... + DVt ’a_iekj

y‘el vector coordenado, de x respecto de la base E-es:

o gt
A
[x,]E_/ S
A : Al
Si x, v € V =—= X :,alxl + ...+ hnvni ; hie K‘_
y = h‘lxl + AL v, ;A€ K
entonces n
X +y = }: (AL + 2 vy
i=1 : »
. n
K X = E: (d‘hi)v‘
i=1 .
Por lo tanto si definimos T por
' n
T V e K
X oy [X]B
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Seé tiene:

(1 _T(x+y)'= AT(x)u“+ T‘(y),' l; - .es decir T- es t:.:/(l .
(Z&V.T(x; = T(y) ‘=2=¢ X =y ! €s decir T es i—i
(3):V[¥k:€ Kn,]'x €V tal que | ;Px =.[XJE.; ldeg5

T_eshéébre.. ' | o

'ﬂemoé ﬁrobado, entoncgs, la éiguiente Prop-.

5.2. PROP. - Sean V un e.v. sobre K y E =)v ..., Vn?

base ordenada de V. Entonces la aplicacidn;

es un isomor fismo

v, V2K

Dem. Hecha.

PROBLEMA :

.Qoué le sucede a las coordenadas de un vector x cuan-

~dec se cambia. de una base a otra?

iCAmo estén relacionados los vectores coordenados de

x en las diferentes bases?

' Sean V un e.v. sobre K, E = {v Vo, eee, V
. : ST : 1r72 foon .
y F = {wi,w?,...,‘wn; . bases ordenadas de V. Entonces tenemos
- ' . . N n ) - .
Vw,.eF — w, = PV, : con unicos P, . €K
j - e E] ij i iy
_ 1 jen
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a.de

P [x]F__-

es decir se tiene la siguiente relacidn

(x]g

- —
CURSO: : “ALGEBRA LINEAL"
y para ¥x eV =—> x = 7\1w1+712w2+.... + AW P A EK
- :
=$ X = z 'h W
ad s M
J.._.
== ' X = 7\ ( v )
‘ j=1 1 i=2 M7
n n
S X = Z . Z (plj 7\ Yv
j=1 i=1 )
n n ’ .
— x =3, () P.. AV, (5.1)
. . . i3 73001 .
: i=1 le
n :
Pero x = ). A. Vv ;A €K (5.2)
‘ i i i
: i=1
Por la emicidad de la escritura de x, se tiene
. nf
B . ' -
Ay = g;'pijaj ; 1 ¢i ¢n
)= 1l ¢ j
- . . £ ] <«

’

donde P 6C/thék) invertible, llamado matriz cambio’dé base

(de E a F).

41
Luego, hemos probado 'la siguiente Prop.

Sean V e.v. sobre K y E, F bases ordena--

5.3. PROP.
das de V. Entonces existe una uUnica matriz invertible de nxn,
~con elementos.en K, tal que _¥YxeV se tiene
(_1) [x], =P [x]q
‘T " ' 106
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LINEAL"

(‘2') [X]F = P_l[xjs

~donde las columnas P estan dadas por

P. = [w.] con w, &€ F
i il E ]
Dem. Hecha.-
5.4. PROP. Sean V un e.v. sobre K, Peff (K)inver
o . : ~ nxn oo -
ible v B obase ordenada de V.o Entonces exiate una base ovdons. -
da F de V, Unica, tal gue ¥ xeV

(1) [X]g =P X

(2) [x], =7 '[x], |
Dem. Se deja de ejercicio. .

Ejemplo 1: Sea V = R ; K= R vy 4, las usuales

E = {(1,0), (0,1) f
F = {(cos @,sen ©), (-sen O, cos e)f bases de IR?
— ‘ 2
si x = (Xl'x2) € R
X
1
(XJE - X42

it

{cos ©, sen 8) H](l,O)+-ﬂ7(O,L)

= cos ©(1,8) + seno(0,1)

1

(-sen ® |, cos 0)

|

.%3(1,OJ+ 34(0,1)

= -sen©® (1,0} + cose(0,1)

o ~ DEPARTAMENTO DE CAPACITACION 107
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"ALGEBRA LINEAL"

Entonces ,[X]

—
>
[

™
il

[X]F. =:

En particular
[X]E:[
Ejemplo 2: En
E = ;(l

y x = (2,4)

Entonces;

cos 9 - sen 6
sen O cos ©
cos @ sen ©
- —senev ~cos Q
-1
= P [x]E
cos © sen 8 Xl
-sen © cos © x2
xl cos © T xzsenG.
"xl sene + XZ- cos ©
si ox =(1,1)y @ = W2
1 i 1
1] y [XJF = [-1]

R? sean las bases

,0), (O,l)_; y F = {(1,0), (1,1’)}.

= 1.(L,0) + 0(0,1)

(1,0)
(1,1 = 1 (1,0) + 1(0,1)
- Luego tenemos; R
: ; 1 19 ~
Pl = > y P_] — l l
, 0" 1 0 1
2o ‘ ,
23 DEPARTAMENTO DE CAPACITACION | 108,
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" Veamos ahora el caso para una t.£.

r

5.5. PROP. Sea v, W un e.v. sobre K, dim V = n oy

una base de V, E = 1vl,..., vn} . Entonces si Te Hom(V (W)
‘(1) T estd determinada univocamente por
T(vn)

(2) Si Nl""} n  son vectores cualesquiera.de CW.

Fntonces existe T.e Hom(V,W) tal que,

1
Tylvy) =y vy
Dem. . (1) si v .V m———— I nie K tal que
. n o
Vo= ) A,V
fzq T3
n
Luego T(v) = T}, A v,)
' i=1 .
n
= ) p., T(v.) es -conocido
: i i
i=1
(2) Hecho en el punto 4
Consideremos V,W e.v. sobre K, dimV =m, dim W = m vy . sean
E = {Vl'VZ""':Vn; , o= {w Wy wmlf base de V y W
. ) Xy , .
Luego TveV =—— [V]E = .
*n
" dl
Yw €W = [W] = .
F L
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[4

(Es posible encontrar una relacidén. que ligue las compo-

nentes de v y las de su imagen bajo una t. 4. T.

En efecto sea T € Hom(V ,W)

entonces - ¥vveV tenemos
v = hlvl+ﬁ2v2 oo+ V] (5-3)
T(v) = hlfr(vl) + 7, T(yz) oo A T(vn) §5f4)
Como E ={v., ... v.itocv: ¥ ={w, , .... w_ few
{ 1’ ‘ ni‘; { 1 s mfvt ‘
se tiene que cada‘T(vi) . l,..}, n, tiene una unica re-

presentacidén en la base F.
S o . :

)

Luego existen m escalares Aayye A _ .
: i mi
T(yi) = A, Wy F Ay Wo b koA W Vi =1,.., n
entonces para (5-4) tenemos
T(v)==ﬁl(aliwl+»a21w2 oo, + amiwm)+h2(alzwl+... + amzwm)
+.o.. +hn(alnw1+32nw2 ...+ amnwm)

T(v)A.—, (7’1?11+32312+' . ;‘+hna‘ln) Wyt (7\la21+ h2a22+. o) W,

oo FRg AL AL ot A a )W
Si hacemos:

_ ' . L i1 (5-6)
EE 7‘1ajl+~h2aj2+“"-+anajn ;3= 1,..,m 0

S, T(v) = L Q

R TR PL PR SR gaa
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por lo tanto el vector coordenado de Tv es

“

CT(v) = *2

,dh

Igualando con (5-6}

hlall + h2a12+--1. + AL, Ay
thaml t Mans *t * 2 h%mn Ldﬂl
Ay e ®1n ! o]
a?l ......... %Zn 5 3
mi "~ mn |_?\n_J X m
Luego podemos concluir:
(1) Sabemos que: :
bl M
T(v) =] 1 y [V]E = f
Cy hn
Luego se tiene que A = a i =1,..., m; j =1, ,n

ij
es lo que relaciona las componentes de v y Tv.

(2) Cada columna r de Aij esta formadé por las compo-

nentes de T(er respecto de la base F.

T(vr)
- F
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ot
=

(3) La matriz Aij se llama matriz asociada a la

T relativa a las bases E'y F y se denota por:

(]

_ m
l (4) Ya que T (v,) = a.,. w (5-7)
Y gl, 34 -
con vje E , w, € F i=1, ..,.m 0 j =1, , m

entonces T estd determinada por los m n escalares. ajj mediéﬁ
te (5-7) con A = a.,. la matriz, de mxn, de T respecto “las

1]
bases E y F

(5) Si A es una matriz de mx n sobre K, entonces

It

: n _
T(v) TC)Y ALv.)
=y M0

o

= Z: ( a,.) w,

izl 9=1 ¢

define una t.£. T. de V en W, tal que A es su matriz respecto

dé las bases E y F.

‘ Luego hemos probado las siguientes Prop. y podemos dar.

las definiciones.

5.6. DEF. MATRIZ DE UNA T. 4.

Sea T e€Hom(V,W).y E = {vl,..., an base de Vﬁ3

F = {wl,..., W f base de W tales que

, n
T(vj) = %El aijwi

A ‘ DEPARTAMENTO DE CAPACITACION o112,
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"ALGEBRA LINEAL™"

Entonceé, a a ' .
A B _ i

[*Te -

a : a
ml mn

unAarreglo de m filas y n columnas es la matriz de T respecto de
Ey F.

Diremos gque (aij)‘es una matriz de tamano mxn y aij es
el elemento de posicidn (i,j). . , : o
5.7. DEF. CONJUNTO DE MATRICES
Se define
J%mxék)' =f A/A = (aij) de mxn sobre kf
5.8. PROP. Sean V, W e.v. sobre K ; dimV = n ,
Q1n1w =m vy E =( ARREERY vnk base de V, F =-{wl"i.' wm} ba-

se de W y Te& Hom(V,W)

Entonces,

(1) Si T estd determinada univocamente por los nxm es-
calares aij€ K donde ‘

m : A :
T™v.) = Y] a,.w, ;03 =1,..., n
j i ,

(2) S8i a.. €K con leiem 1
i ' :

| ¢ j«n  entonces
existe T €Hom(V,W) tal que

m .
T{v.) = Zj A, . w,
. i=y 134
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5.9. PROP. Sean V,W e.v. sobre K, dimV = n

dimW = M y E , F bases ordenadas de V y W respectivamente,

Entonces,
(1) Para cada Te Hom(V,6W) existe una matriz
e
A J&mxék) tal que
' [TﬁaF = a [vlg VuveV

(2) La aplicacidén £ tal que
f: Hom{(V,W) _ U/meﬁk)
T o A= [T

es una biyeccidn.

Dem. Hecha.

Si Tl' T2 € Hom(v,Ww) vy E, F Dbase ordenada de V y W
y sean AJB@J{mxn tales que

A =-[T1]Z, y B _ [‘1’2][;

entonces

o A + B es la matriz dex< T, + T, ‘respecto de las ba-
ses By F . En efecto. '

I r

F : A '_3

] j = [Tl"j]F‘+ [T2 v4]

‘se sabe que A, = [ij] 3 =1 . n : v.eE

X
-4
+
s}
Il

F

il

[a( T], vj + .TZ vj]F

[ (X T, + T2) vj]F

A %) ’ RE ' R ,. .
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Luego hemos probado la siguiente Prop.

5.10 PROP. Sean V,W e.v. de dimV = n dimW = m

’ =

E,F base de V y W entonces la aplicacidén £

f: -'HOTTI(V,W) —-':-'——-'?‘/men

T &——maA=[T]E

es un isomorfismo Yy

‘Hom(v,w)gJmeék)

Dem. Hecha.

Ejemplo 3: Sea T : [R} ———s IR?

(x,y,2) — {(x,vy)

E

f(l,o,l), (1.1,0), (1,1,1)f base de IR’

F f(z,l),(l,Z)? base de R?

(1) Encontrar [T]g

En efecto,

T(1,0,1) = (1,00 = % (2,1)- 3 (1,2)
: T(1,1,00 = (1,1) = = (2,1) + 3(1,2)
T(1,1,1) = (1,1) = 3 (2,1) + % (1,2)
. > 11
PoqF 1 -]
buego  [T]p = 3 (;1 1 %)
Ejémplo 4: Sean K =R , V=Ws= P [x]
con grédl?é 3 y L = {v],v?,v3,v4 }
con v, = x+7t : i=1, , 4 I
1
(= o :
0o DEPARTAMENTO DE CAPKCITACION 115
¢ -




CURSDO:
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’ E .
Encuentre [T]E s1
T = D Vv —mm
Pr—
En efecto;
vy = 1l =— D(1) = 0 = Ovl + 0v2‘+ Ov3 + Qv4
vy = X == D(X) = 1= 1v) + 0vy + Ovy+ Ov,
’ — Y2 2y — _ v ‘
vy = X2 == DI(x?) = 2x = Ovl+ 2v2 + Ov3 + Ov4
— 3 3 — 2 .
v4l_ X =) D(x) = 3x*= Ovl + Ov2 + 3v3 + 0v,
buego, o 1 0o 0
E
[b] _ 0 0 2 0
E 0 0 0 3
0 "0 0 0
Ejemplo 5: Sean V = W = R?

y =

~ Encuentre:

(1)

(1,1

{a, D, 0)f i B =1{(1,00,(0,1) { bases de R
T(1,1) ?
En efecto:. (1,1)eV
) = Agvy o+ hzvz .
=1 (1,1) + 0(1,0) - oo I

luego [fl,l)}E =

SR
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Sabemos que:

| .“[TV] - A[JE m-% [frlE_iv}EalTJF

T(1,1) [

N

‘.Por lo tanto _ . ,
T(lhl), = aw) +vt>w2 |
1(1,0) + 2(0,1)

(1,2)

(2) Ker T?

Sabemos que Ker T = { v ev/ 'I‘v =0 }

luegg T;%~O‘= Owl + Qw

_ -1 2
. : a’ - ‘ 0
- entonces ' v = A =
- [ ]E 1 b [ V]1:- 0
: 1 -
2

Ker T = ((0,0) i

Quegq-ﬂl(T) = 0 A _(Tf = dimV - ﬁ((T)ﬂ=

Ademas T es 1-1
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Volviendo al.ﬁecho'que Hom(V,W)gJ%"mn

Podemos definir una estructura de espacio vectorial sobre

nxdK) usando .[T]g . Entonégs si A = [Tjg = (aij) ',Y"

B= [1]p = (b)) y @ek

ij
definimos,

A+ B = T;ﬁﬁ y cXA=[aﬂE

y tenemos que /%mxn es un e.v. sobre K

]

Ahora (T+S)(v.) T(v.) +.S(v.)
‘ J J 3

Z: a.,.w., + Zj b. . w.
i

i ij i ij i

1l

Il

¥ (a..+ b, ) W

1 ;_13_ ij
Luego si (A+B) = (c..) entonces C,. = a..+b..
: ‘i3, ‘ ‘i3 Ny ij.
Andlogamente si <A =(d,.) entonces d., = da, ..
' ij , ij ij
Por lo tanto tenemos.
5.11. PROP.

(1) J%mxék) es un e.v. sobre k con las operaciones +
y * definidas anteriormente -y dim(¢4%xn) = mn

(2) si A,Béa/zmxn* y A = (aii),‘ B = (bij)‘entonces.

ic 6/% tal que C = A + B con,
mxn . .

Cij = aij +-bij Vi,j
OxXy DEPARTAMENTO DE CAPACITACION , - 118.
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- (3)
jijedqun tal que
Hecha.

Dem.

Sean T

Ejemplo 6: 1
definidos por,
Tl(l,0,0) = (1,-1,2)
T,(0,1,0) = (0,1,-1)
T,(0,0,1) = (1,2,0)

A, ; encuentre
1 F
?
(1) TlfTZ . :
B 1F 0
'T1+T2 . = g

. - n o
[Tl]; B <2 _h?‘

SioC € K

A 1 0
=A{-1 1

Y Aeb/gmxn' A =

D= Acon d, = Ca,,
) : ij i3
, T, € Hom( R® , R?)
, 0 To(1,0,) = (-1,1,-2)
. T,(0,1,0)= (1,0,1)
. T,(0,0,1)= (0,1,1)
Mo [T A

QDN
n

A4

o
-

Entonces,

i ’

3.

en términos de A, y

1

BEPARTAMENTO DE CAPACITACION
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Ejemplo 7: Sea T, la t-/g. del ejemplo 6 y'T3€Hom(m3,m2),‘

definido. por:

(1,-1)

T3(l,0,0) =
T3(0,l,0) = (0,1)
T3(0,0,l';) = (2,3)
F . . » ._ A

Encgentre LT3 Ti}E

/

(T3Tl)(l,0,0) T3(Tl(l,~0,0) =T3(l,—l,2)

T4(1(1,0,0)4(-1)(0,1,0)+2(0,0,1)

L T4(1,0,0)4(-1)T5(0,1,0)+ 2T5(0,0,1)

- (1,-1) - (0,1) + 2(2,3)

= (5,4)

Andlogamente se obtienen las imAgenes de los otros vec

tores o :

- (T3Tl)gy= 5 -2 1\ _ 1 0 2 10 1

. \4 -2 1 101 3){-1 1 2

A ' , N2 -1 0,

_ _ F P B
IR AT '
‘ [ e Uk
Sean dimV = n , dimW = m , dimU =R vy E,F,G bases

de V,W y U.

T, € Hom(V, W) , T.,€ Hom(W,U)

2
Ty T,
v y W » UJ
~—— C
T, Ty

k @ DEPARTAMENTO DE CAPACITACION - o 120
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.

entonces T, T, € Hom(V,U)

2 71 .
| . F
Si A = [Tl] = (a;) 5 B o= [TZ] = (b))
. E - F
: : . } F
entonces definimos C = B-A = [T T.} = (C, .)
2 J._E i3

notemos que A es-de mxn ,. B es de rxm y C es de rxn

Luego =~ C = BA estd definido «— H columna de B = 4 co-

lumnas de A :y A+B estad definido & == tamafio de A = tamafio
de B. ' |

Sean E = {vl,..., Vn} , F = {wl,..., wm} G = {mi,.:., Mnf

entonces:

i
S|
o}
H.
3
N
<
'ﬁ.

=L a

0
o
K
ol
o
x

=

- (X agybg) my
lgego ij o= {{

CLan .
ki “ij

Hemos probado la siguiente Prop.
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5.12. . Sean V, W, U e.v. sobre K; dimV = n

‘-

dim W = m, dim U = r y“Tlé»Hom(V,w), T2€.Hom(w,u) y sean

E,F,G bases ordenadas de V, Wy U respectivamente. Entonces,

F G
Si A = [TJ y B = [Tz] se tiene que -
—E F .
F

AB =[T T]
| 2 g

(2) A= (a,.)

.. , B = (b..) entonces c = (c,.)
ij _ S : ij
- N
con Cij - bik akj
Dem. Hecha.
5.13. PROP. (Primera forma candnica de T)
Sean V, W e.v. sobre K, dimV = n , dimW = m Y
T € Hom(V,W). Entonces, existen bases E y F de V,W respectiva-

mente, -tal que,

donde r + t = dim V

r = J)(T5

la representacidén de T se llama Primera forma candnica.

.

’

(2) Ademas si E F' son bases de V,W respectivamente

F=od) , .
& DEPARTAMENTO OF CAPACITACION 122,
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F" l\O'; £
y ‘[T]E: = -Q:;y_g?.
: O O

entonces f: f(T)
Dem. : (¥} Sea dimKerT = /‘Z(T)
y fvi Ve V'# base Ker(T)

A_a(ﬁie_.lmas ]}Vl' cee VL f tal que

E = {vl,..".., Vr' Vi e v'ti

es una base de V

Sean T{(v,) = w 7 leigr
i i
‘Luego si }jioc.iwl = 0 tenemos
0 = Z:cxi T(v;)
i
=T (L *wy)
1
Zl o(.l vi- € Kelr T == )_l__: ociwi ': %’/ij:',
}I"o( it Z‘(—ﬂj)vi = 0
J
<, =0 ’V
i i
{wl, ,wr?'es‘L.T
sean {wl+1, ;W % CW . tal que
. QZE' ~ DEPARTAMENTO DE CAPACITACION s
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y se tiene que,

e < {n

f e e, W, i..., W } es base de W
1 .r m :

. T(vi) = W, + Ow2 + + Ow
T(v,) = Ow, + + lw.+... 0w : v, = 1, , r
i 1 - i n i _
T(v!) = 56 = 0w, +......... + Ow
i 1
. v, = 1, t
T(v.,) = 0 = 0wy +.vevunn.. + 0w b
Jj 1 m
LA
. ! r
] - 70 O
E - .._:.; - - -
O ' O 5
r : t
donde dimV = r + t = f(T) + M (T)
dimW =1r + s
(2)  Supongamos que
Fr T o
(1] - ety O
N0 O
entonces T(V) = T ( < Kye woee , X )
- <_;'xl .. , ’I‘an>
= <Y‘l rrr ’ Yl: 0: ’ 0 >
DEPARTAMENTO DE CAPACITACION 124.




CURSO: ‘ . "ALGEBRA LINEAL"
donde E' = {X }.;., X } " base de 'V
= R R n
F' = {Yl,....,Ym } base de W

Ejemplo 8: Sea T e R4 , R3) con E,F base usuales
B -1 1 1
Yy [T] = 1 2 -1
E ] 3 -3

- Encontrar:

(1) plT) , M A(T)
: L F , .
(2) Base E' y F' ™ tal que [ﬂ sea la primera for-

x|

ma candnica.

En efecto

(1)  fP(Ty = 4  columna L.I. _dev [f]

‘ ((i,l,l) , (-1'0'1).f es L.I.

JRE = 2

1}
N

(1) = dim R - )
S (2) DeBmesAencontraf una base del Ker T.
L

I o<1 1 -1\ " /x\ - /o

1 0o 2 -1 y -
1 L3 -3 z Ao
Xy ’ - . ) . - '
' | 125 |
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"ALGEBRA LINEAL"

Resolviende el sistema encontramos que,

KerT = ((2,1,-1,0), (1,2,0,1)7

E!l ‘:

ex tendemo

y formamo

y tenemos

con f(

y Tox2

entonces

n m L4 . -
neal de K en K en las bases canonicas y en este caso tene-

oy

{(2,1,—1,0); (1,2,0,1)} base de Ker T

s E" a una base de R4

E*

]

((0,0,l‘,l)-,(o,‘o,l,z), (2,1,-1,0),(1,2,0,1) %

s la base de [R?

Fo =_.fT(0,0,1,1'), T(0,0,1,2), w3(
Peoo {(2,1,oi, (3,0,-3), (0,1,1) /
que
e 0" o
]
CE 0 0
T) + T = dim R
r + t = 4
2 +2 = 4
) + s = dim IR}
2 + s = 3

debe formar el primer bloque.

De las Prop. anteriores podemos observar que Si~Aimeék)

podemos considerarla gque como una transformacidon li-

-

‘ﬁ-

@

@94

L/

oy
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mos la siguiente definicidn.

5.14. DEF. RANGO ‘DE UNA MATRIZ

Sea A €J%mxék)' entonces se define el rango A ‘por

P(a) = dim A(K")
Ty pof lo tanto la nulidad de A es
,nL(A) =n - J’(A)

5.15. PROP..  Sea . A€ f (k) entonceés

f(A) = #‘{columnas L.I. de A f : \\lER'S,IbAD :

3
~bem: :. j’(A-') = dimA(K") ' N ug/f(:} i
. . R ’ !I Cf',.' 0
- aima | W, AL
= dim (el, PR en>.
= dlm(Ael, Aez,,,..f, Aen7
‘pero < A(el), A(ez),....} A(en)} es el conjunto columnas de
A.
5.16. DEF.
‘ A’B;v%ﬁmn . se dicen equ1valentes.ifl representa$ 1la
misma t.£ . Es decir A~B — A= [TjE Y B = [TﬂE‘_'

donde T G,Homfv,w) y E, F.'base'de V,W.

PROBLEMA:
¢Qué sucede a la matriz de T si se cambian las bases?

Para dar respuesta, primeramente veamos conceptos  SO-

L @ DEPARTAMENTO DE CAPACITACION _ i27.
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. -

¥

bre inverso y la t. 4. singulares.

Recordemos que;
T € Hom(V,V) es no singular &= T es 1-1 y sobre

=== T posee un inverso Tl,
T_léiHom(V,V)

~ Ademas,

Si T€ Hom(V,W) entonces S eHom(W,V) es un inverso iz-
“quierdo de T ssi ST = Iv y R € Hom{(W,6 V) es'un_inverso de-
recho de T ssi TR = Iw.

5.17. 'DEF. MATRIZ SINGULAR

Sea Té€Hom(V,V) y E base deé V con # E = n. Enton-
ces T es no singular & [TJE es no singular.

5.18. PROP. Sean V,W e.v. sobre K , dimVs= n,
dimW = m y Te& Hom(V,W). entonces: )
(1) Sing¢m ====§ T no tiene inverso derecho.

(2) Si me¢n e T no tiene inverso izquierdo.
(3) Sin=m S ——— T tiene inverso derecho ssi

T tiene inverso izquierdo.
y se tiene T tiene inverso &= T es no singular

> A no tiene inverso derecho.

(4) Si n<m

(5) Si man > A no tiene inverso izquierdo.

(6) Sin=m =% A tiene inverso derecho ssi

A tiene inverso izquierdo.

(=) ' . .
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v luego A tiene inverso &=— A es no singular donde
‘ .
A.c/%mxék)

Dem. Se deja de ejercicio.

5.19. DEF. MATRIZ DE TRANSICION

Sean V. 'e.v. sobre K , dimV = n y la base de V

E = fvl'ﬁ..' v f \Y .F - (wl,..., W %. . Entonces
ya que wo o= 2: 344 Y3 v, =1,2, N
j=1
. la matriz de transicidén o cambio de base de F a E es,
| Ay e a1
P = (aj.j)A: : |’
Alp e a,
Obs. : Como F = ‘{wi fv‘ es base === {wj; es L.T.
i i
== P es invertible.
Luego P! es 1a matriz cambio base de E a F..
Consideremos E, F bases de V
fi = Zaij ej con ej.QE s fie F
= €
cuya j-ésima fila es
Foomms (a;. + a,. + ..... + a_.) -(5-9)
J 1] 23 nj
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< =
Sea V v ta; que v Kl ﬁl +.o.... + K fn
n
vo= ) Kf, |
i=1 R .
€y . . (5.10)
[VJE - ; .
, K - ,
n | .
Sustitdyendo los fi
v = E Ky £,
i
= ) K, (3 a ij © )
1 ]
K.) e
= >« Zj aj s j
: J
3 i
= Zg ( aj 5 ky + AZ] Ky +/..... + an.Kn) e.
Por lo tanto
allKl + AZlKZ ... + anl kn
[V}E = alel + 823K2 E + nifn
A, Ko e e + a_ k
in 1 nn n

3
Es aijkl + a23k2.+: ........ + njkn
lﬁeéo: P[V]F = [V]B
-1 .
v [v]e =P [v]y
3 . ,
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Por lo tanto hemos probado 1a éiguiente Prop.

5.20. PROP. Sea V un e.v. sobre K, dih V =

2w

o ny E,F_ 
bases de V y P la matriz cambio base de E a F
éntoncés:f
¥ v e V P[v]F =[vl]E:
y v = Pil [V]E-
Dem. : 'Hécha
éDe,qué'forma estan felacionadas[T]ﬁ y[T]E,?
Sabemos que: - |
0, - [
2) 3!:P'invertible tal que
[V}E = P[v]E; : . : - - Vv vev
3) [TV]E =[] [v]e
Apiicando 2) al vegtof Tv nos queda:
{rv], :‘P[TVJE, |
< [T]E [Q]E.= P [TV]Ev-
[T]E é[ﬂE, =“P[TﬂEj‘
By " DEPARTAMENTO OE CAPACITACION 13
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et {1, elv]g, - {:Tv]E,':
S

oaer [y, - (7 Dy

Hemos probado la siguiente Prop.

r

'5.21. PROP. Sea V un e.v. sobre K, dim V = n y E,F

bases de V, T € HofMi (V,V) entonces:

-donde P es la matriz cambio base de F o E

Dem.:  Hecha.
‘ 2 2 : '
- Ejemplo 9: " Sea T € Hom (R”, R”) tal que
T(X,Y) = (4X - 2Y, 2X + Y) ‘ : Dy

Ce={ao 00y F={a,0, (-1,00} base de v
- ) | . )
s | /Epcuentre. [T]E , {T]E B

1) T(1,0)

(4,2) = 4(1,0) + 2(0,1)

H

T(0,1) = (-2,1) = -2(1,0) + 1(0,1)

[T]rs = ( P )

) 2) Ahora (1,1) = 1(1,0) + 1(0,1)

(-1,0) = -1(1,0) + 0(0,1)

Forah _ L : - | ,
G . . 67
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fntonces fL fE_P ]
7] = —i
¢Que realacidn ex1qte entre {T]E [TJE' ?

.22. PROP.  Sean V,W e.v. sobre K y E E' bases de V,
'y F' bases de W'y sea la matriz cambio base de E a E',. P, (en

V) vy Q@ 1la matriz cambio de base de F a F' (en W).

R | E' F
. Entonces: o _ A1 _
LI PR I PR
dem:: ..Se deja de ejercicio.
Obs. : - Casos pafticﬁlafés:,
F —
-1
a) [T]E =0 [T]E
' F
F
b) [ﬂE =[T]E~ P
Obs.: De la Prop. anterior:
‘ 0
By vy E
T _ )
W W
P Iw P
p :
(=) ’ '
(e DEPARTAMENTO DE CAPACITACION 133,
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IwoT = Tolv, asi el diagrama conmuta
C F ' ]F'
Luego:, Iwo[T]E = To[IvE

F [

(] [ - W [

y podemos dar la definicidn.

5.23. DEF. MATRICES EQUIVALENTES

Sean.A,BQ‘/% (k)
mxm

A =8B (=>] pé/@mxm no singular vy Qe/%mxn no sin-
1 :

Entonces A es equivalente a B
‘gular tal que A = PBQ
5.24. PROP. Si A,BG?/@mxn-son egquivalentes, enton-

ces f(a) = f(r) A (a) =H(B)

Dem. : -se deja de ejercicio

Ejemplo 10: Sean los espacios .

Vi o {ey ey = ((1,-1,0),  (0,1,1)>
W <f1"fz' fi) = 4(1,‘0,1,0), (1,1,0,0), (1,-1,0,1)>
T : V —— W tal que
T (e,l) = fl + 2'f3 -.
T (e,) =‘3fl'- £, + £y
@. - DEPARTAMENTO DE CAPACITACION 134,
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Encuentre:

SR
1) [T]E 7
o /1 3
[T]F {0 -1
E
2 1
2) Sean E' = f'(l,O,l)‘(lleZ)}' base de V
Fro= { (0,1,1,-1), (2,0,0,1), (1,0,-1,1) P'base_dg W
Fl
[T]E = 7
. SRR ‘ ' : E
encontramos .P de E aE'. Sabemos que P = [Iv]
. ° El

A P = (J‘h ]) =:, P_lxl - )
N 4 | F

encontramos Q de F a F'. Se tiene que Q = [IW]F'

/1 0 1 ‘ . /0 1 -1
g=(0 1 1 —sot-{1 o 1 ;
1 \-1 1 1 | 11 -1
F 1 F : ,“4 -6
[T] - [T] p o= | 7 11
E E
8 -13

_Ahora examinaremos algunos criterios para una matriz
sea singular o no. Estos criterios nos conduciran a técnicas

"que simplifican los calculos.

5.25. PROP. Sea'Aeo/@nxn(k) entonces las siguientes

proposiciones son equivalentes:

S ;
@ , DEPARTAMENTO O CAPACITACION - 135,




CURSO: . . - “ALGEBRA LINEAL" | ) h -

1) A es no singular
2) Las columnas de A son vectores L.I. en K

3) Las filas de A son vectores de L.I. en K

Dem. : se deja de ejercicio.

5.26. DEF. ESPACIO FILA Y ESPACIO COLUMNA (EF. 3% EC.)

Si A%/@ (K) entonces el espacio fila de A es el sub
nxm . - s
espacio de K™ generado por las filas de A. El espacio columna

A es el subespacio de K" generado por las columnas de A.

5.27. PROP. 8i A§/¢ entonces A es no singular
— mx n
&= dimensidén ‘del . espacio fila de A es n

&> dimensidn del espacio columna de A es n

Dem.: - se deja de ejercicio7
Obs. : De lo anterior se tiene A{/@ '
. : , nxn
rango c¢olumna de A fe(Ae) = dim <cl,....,cn>
-rango fila de Alff(A) % dim'(fl,....,fn>

‘-ASi f(Af> = f(z\é) =3 f’c(A) = f(A) = ff(A)

Ejemplo 11: C_F 1 2
N ‘Sea [T] = 0 1 2
E
1
&y ~ OLPARTAMENTD OF CAPACITACION .
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se tiene*que*Jq(Ti =1 == §(T) = 2
5
EC =([ 0 2|
1 1
pero 3 1
2 |= (-1) 0 + (2)
L . ,
1
EC =¢(1 0 11> f——> 0 es base de LEC’
1 1 1 i
— . dim EC = 2
EF = ¢ (1,2,3), (0,1,2), (1,1,1)>
pero (1,1,1)=1 (1,2,3) + (-1) (0,1,2)
EF = ¢(1,2,3), (0,1,2))

'y f (1,2,3), (0,1,2)}‘es base de EF

Dim EF = 2
f(A) =2 = M (A =1

A no es invertible

Veamos ahora las operaciones sobre las filas y las co

lumnas de una matriz.

5.28. DEF.

OPERACIONES ELEMENTALES FILAS.

DEPARTAMENTO DE CAPACITACION
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‘S (k) : .
ea Ag /%mxn y entonces se definen las operaciones
eleméntales sobre filas en A po: - : T

1) Multiplicacién de la i-ésima fila por~una constanteci £ 0

A ey A"

Si EE () es la matriz I con su i-ésima fila multiplicado
) F
por o entonces A' = E (<) A
. i
2)  Intercambio de la fila i con la fila j : A —— A"~
o F - F
Si Ejy = A" =E &
. lJ
3)  Sumar o« veces la i-ésima fila a la j-ésima  fila
(i # 3) + A —m A" |
F o - F
Si. E (<) —s A" = E (<) A
ij : ' - i3 ‘

‘donde I =T
, , mxm

5.29. DEF. MATRICES ELEMENTALES FILA

F F ~
Las matrices Er (), Eij’ Eij (C). se llaman matri-
ces elementales. Las gue se obtienen de I = Tnxm efectuando

las operaciones, sobre las filas, indicadas.

W

.30. DEF. OPERACIONES ELEMENTALES COLUMNAS
Sea A%/men (*), entonces se definen las operaciones

elementales sobre columnas de A por

o o) r A _ 4
N D[PAFNM[NTU B[EAPM:ITAC!UN R 138.




CURSO:  "ALGEBRA LINEAL" | )

1) Multiplicacidn de la i-ésima columna por una contanted # 0
A"-—’A'

o c Cc

/ si B° (¢) == - A' = A E, (x)
i . :

2) Intercambio de las i-ésimas y j-ésima columna % A——A".
C " C' ‘ ‘ I..'.
Si. E == A = AE : ‘
ij i '

3) Sumar veces la i-ésima columna a la j-ésima columna

A —> A"

. c ‘
Si E (%) == A" = A EC («)
i3 BT
" donde I = I_

nxn

5.31. DEF. MATRICES ELEMENTALES COLUMNAS

Las matrices - ES (&)w EC . , ES. (<) se'llamanAma—
R 1) IJ :
trices elémentales columnas, las que se obtienen de T = Inxn
efectuando las operaciones, sobre las columnas indicadas.
5.32. APROPf ‘Toda matriz elémental'es no singulér
Deh
o c 1
1) E (&) E (o¢7) =1
i B |
F'-
Bf () E (o€1) =1
i i
@’; DEPARTAMENTO DE CAPACITACION 139.
% . Y.




CUR sro . ~ “ALGEBRA .LINEI\L".

2) E EC =1
i ij :
F F
E E =1
1] ij
3) S («) EF (-¢) =1
ij ij
F F .
[~ 4 B, — L = T
| Eij ( )‘ElJ { ) L | |
5.33. .'PROP. °El inverso de una matriz elemental es’

una matriz elemental.

~

'Dem.: Hecha

5.34. PROP. Si A, Bg/% y B se obtiene realiZahdo
‘ — mxn ’
~ sobre A una sucesidn de operaciones elementales SQbre filas vy

columnas, entonces A es equivalente a B

Dem. : Se deja de ejercicio.
Obs.:  De las Prop. anteriores se deduce gque toda matriz elg

mental fila es eguivalente a alguna matriz elemental
columna, luego podemos usar el término matriz elemen-

tal. -

5.35. PROP. Sea A€ J/ (k). Entonces A es no sin-.

gular ¢==$3 matrices elementaies E], Ez, E3...E"1tales que

A=F, E, ...... E

Dem. : Se deja de ejeréicio
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5.36 DEF. MATRICES EQUIVALENTES

Sean A;'Bca/gmxn entonces A~ B == { una sucesidn
de operaciones elementales sobre filas y columnas que cambian

A en B.

5.37. PROP. Sea'Aﬁ/%mxn(K). Entonces

f(A) = r ¢=:¢H una sucesidén de operaciones elementa

les sobre filas y columnas de A que la transforman en:

0
Ejemplo 12: 1 2 _
' Si A = 4. 5 6 |- entonces
7 8 '
2 3 1 2, 3 /1 2 3 /1 23
n 0 -3 -6 | 0o 1 2 Jau| O ‘
7 8 -6 =12 0 1 2 0 0 0
] | 1 -1 1 0 0
n 0 2 8] 0 0 nJ
0 0o . 0 \? 0 ' 0 0 1

. f(A) =2

.38. DEF..CALCULO DE MATRIZ INVERSA.

u

De la Prop. 5.35 tenemos que si PC/ann, P es no

S _ -DEPARTAMENTO DE CAPACITACION - . ]_'4_1_;)
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" singular ¢ J una sucesidn E .,Er de aperaciones elemen

10t

" tales sobre fila, tal que

entonces ‘E—lA... E:_-l E—l P =1

r

Pl es el producto de matrices filas elementales que

transforman P en I

/-1 0 2
Ejemplo 13: P = 1 0 -1
' 1.1 -1
Encontramos una sucesidn de operaéiones filas tales
gue P en T, formemos (P : I) — 5 (I : P—l)
. 1 0 2 . 1 0 o0 210 2 .1 0 0
1 0 -1 . 0 1 .0} w o o 1 . s
\-1 1 -1 . 0o o0 1 - o 1 -3 . -1 "0 "1
- 0 -1 - . 2
n 1 v
. 3 1 1
pl - 2 0
1 .0

5.39. EJERCICOS PROPUESTOS

1. Hacer las demo&traciones pendientes
: ' 3 3 e 3
2. Sean T g Hom (R, R}, E base usual de R~
(] i .
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12 3
vl = (o 1 2
1 11
" Encuentre:

a) f(T), J?(T)

b) Base F y G de R3, tales que [T]? es la primera forma cand
nica de T. ' ) ) A ' -
-1 -1 u ..
c) PyoQ ,6 P , 0 matrices de transicidn
E ' ‘
3. Idf gue 2. para [T]E = 1 1 0
2 -1 2
4. Pruebe que: A y B sbn,equivalentes
o 3 & /1 2 1 o0
A= 1 5 -4 7] yB= [0 1 -1 1 :
' 4, 3 1 11 \O 1 -1 1/
5. <¢Se pueden usar solamente 2 operaciones elementales filas
o columnas? ¢.Cudl se elimina? . ‘
6. Demuestre que
1 2 1
7 4 es no singular y encuentre su inverso
2 -1 3 '
A 2 1 4 .
7. Demuestre que . Jes no singular escribiéndola como un"
‘ 1 4
~producto de matrices elementales.
T ok
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Sea la t.£. T tal qué

T (1,1). = (0,1,2) y T (-1,1) = (2,1;0)

encuentre [T]g q§nde E = f(l,l), (l,l)}‘ y

F es.la base usual de!R3

Sean T

1 . RS ———>IR2 .tal que Tl(X,Y,Z) = (X+Y, Y+2)
2 2 '
T, :IR” —3 R" tal que T, (X,Y) = (Xl X +Y)
. E ; E
encuentre TZTl’ [TZTl]F : [TZ]E ’[Tl]F

[TZ]F [leF donde E,E'base usuales de IR y{R. redpectlv§-

mente.
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R
6. ECUACIONES LINEALES
6.1, DEF. SISTEMA DE ECUACION
1. - Se define el sistema de ecuaciones linealés_de n varia—'

bles y m ecuaciones por

gy Kyt et Xy =k : |
: ‘ (6-1)
aml Xl + + amn Xn = bm
con - a,. , b. €k : i=1, , m 3 =1, , n
ij i
2. . (Yl,...., Yﬁ)é K" se dice que es solucién del siste .-

-ma si satisface cada una de las m ecuaciones.

3.  Si se tiene que Vi , bi = 0 entonces el sistema se

llama homogéneo.

4. Fa matriz A = (aij) eujt mxn se_llama matriz de
coeficiente del sistema.
5. El sistema (6-1) se puede escribir en la forma matricial
AX =B
donde o
A = €
A (aij) QHrnxn
X =(xj) €Mnx1
— - 1
B _‘(bi) chz mx 1l ‘ )
Ahora . debemos esfudiar; las soluciones del sistema’

{8l estas existen?

-
&)
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ma matricial,.

En efecto consideremos la t. L.
n ., m
A K — K
cuya matriz asociada a la base candnica, E, es la matriz de coe

i

ficientes, es decir

A A B A ?1in
[A]E =
..... a
mn
Entonces el sisﬁema'( .1) se puede escribir en la for-

[a) g [x) g =(8] ¢
o en la forma
AX =B
éue nos permite Vef aAun SiStema como una_ecuacién.dé operaao~

res {vistas en el punto 4).

Tenemos entonces A€ Hom{Kn,Km) Y

A X =B tiene solucibén (== B¢ g (ny

(emmmmmd B e Espacio columnasde A
<———f9 Q1m(Vl,V2,.;,Vn)fd1m(Vl,..,Vn,B}

= f () = f(A-:B)

donde Vl' V2""' Vn son los vectores columnas de A y (A:Bles
la matriz ampliada del sistema definida por
Aij
{A:B) = ) si jgn

Al (n+1) =B,
; 1

Hemos probado, por lo tanto, la siguiente Prop.

- ITACION 146,
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' ya,éue A € Hom(K, K

CURSO: “ALGERRA  LINEAL"
6.2.  PROP. EL_SISTEMA DE ECUACIONES
AX =B
Tiene solucidén ssi P(A) = [f(A:B)

Dem. Hecha . ' - o ) A

Veamos ahora cuales son las soluciones sistema

Consideremos el sistema homogéneo

AX = O asociado al sistema AX = B
™ se tiene trivialmente que AX = 0 siempre

tiene solucidén y su conjunto solucidén es Ker (A)

Supongamos gue XO es una solucién particular de AX = B

entonces V¥Yx ¢ Ker(A) se tiene

A(X +X) = A(X ) + A(X)
o _ o
= B + 0 =B
Luego X _ + X es una solucién de AX = B
Por otro lado si Y es soluciéﬂ AX = B
se tiene Ay = B. Entoﬁces

A(Y - X ) = AY - AX
(o]

O
=B - B =0
Luego A(Y~XO) = 0 s Y - Y0 € Ker(A)
. Y oY = X
(9]
— Y= X o+ X
es decir toda solucidn de AX = B es de la forﬁa X + Xo
Gl ’ ' . o
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'Kef(A)

Hemos probado las siguientes Prop.:

6.3, Prop. Si el sistema AX = B tiene solucidn y
XO.GS una solucidn particular. Entonces el conjunto de todas

las soluciones es Xo + Ker(A)

Dem. Hecha

6.4.  Prop. Si el sistema AX = B tiene solucidn.
.Entonces AX =B tiene una Gnica solucién ssi Ker(a) = 0
Dem. AX = B tiene solucion =——— el conjunto soludidn es

X+ Ker(A) con X, una solucidén particular.

Entonces Ker(A) = 0 &= - la solucidn es tnica,
X
O

6.5. Prop. El sistema homogéneo AX = .0

Siempre tiene una solucidén y el conjunto solucidn es

Dem. Hecha

6.6. Prop. El sistema AX = 0

1) Tiene una uUnica solucidn la trivial.

X =0  si KerﬁA) - {of

2) . Tiene una solucion diferente de la trivial si el numero

de variables (n) es mayor que el numero de ecuaciones (m).
Dem. AX = 0 === el conjunto solucidn es Ker{A)

Sabemos que:

N
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dgim K" = f(A) + M (A)
si f(A)Y = n == N (A) =0

H

—— Ker(A).= 0
=== AX = 0 'tiene‘sélo la éoluciénvk = 0
si f(My <] == " (a) >0.
= Ker A # AfO }
.===$ A X ;'o fiene solucién diferente de la trivial

cuando m < n.

Ejemplo 1 : Consideremos el sistema
a)(l+bX2=bl
c Xl + d X2 = b2

Luego su representacidén matricial es -

(g b | Xl _ bl S
\ C d X2 b2
A : RZI——s [R?

e fwr — (7)) Qsm ‘
| 1) (e e

—— f’(AB)=2

= AX =B tiene solucidn’

&

%? * DEPARTAMENTO DE CAPACITACION 149.




(‘ CURSO : ~"ALGEB'RA_ L-INEAL"

Luego’  dim R? = f(A) + N (A) === A (A) =0
‘ ’ ——— Ker(a) =f (9)}
AX = 0 tiene una Gnica

solucidn y el

A X

il
o

tiene una solu-

cidon unica

De otra forma de ver lo mismo es:

Las columnas de A son L.I.:::;} A_l y AX =0
' — ataax) = atto
— A"l ax =0
) X =0
— Ker(A) = {(8)}
%asé 2: f(A) =1 . === a) (b) son L.D
Rl * . c ' d L - -
<( 2y 4 ( } = | 0 ) L no ambos nulos
c A a 0 y e mbos O
. b >_ K- a {
B 51ﬁ=#0 (d)_(—-:ﬂ_‘( (C)l]
a 0, . _. a,  ,0,_ . b B el
(b)‘#:((ﬂ sino (c)—_(o)« (d) == A =0 y .f(A) =0
Luego si haqemos'ﬂ = - f% se tiene que
AX = B tiene solucién & f(A:B) =1
b - a |
1
€
_4=)(b2) e, 7
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T - by [
(——-—'——) 3 5 tal que ( bz) = { c )
En este caso el sistema se reduce a

:a X + A a ¥‘=([a

cX + A cY = Jc
Una solucién particular es X_ = (g‘) y la solucidn general es
X + Ker(dA) = (9) & Kera
o 0

. d CX ax + A ay
(0)+ (y) /.Cx+}\cy

Hon
SO
\-\,..—-J

g v ey
_ 1

" Caso 3: f(A)'= 0 ) A = (

— Ax = B tiene solucidn

ssi f (A:B) =0
(=== bl = b2 = 0
Si bl = b2 = 0 = la solucién de Ax = B es Ker(A)7= IR?
"Ejemplo 2: El sistema
2xl - 3x2 + 633 + 2x4 - 5x5 % 3
X ~‘4x3 + Xy = 1
Xq = x5 =2
a) Tiene solucidn
b) . Tiene una unica solucidn
(% DEPARTAMENTO DE CAPACITACION 151
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Tiene mas de una solucidn

X ' .
. - yd 1
-3 6 2 - / X, 3
1 -4 X5 = 1
o o 1 -3/\ x, S\ 2
\\
N \\X

b

£:>
2 -3 6 2 -5 3 /1 -3 6 2 -5
0 1 -4 1 o 1m0 1 a4 1 o
0 o 0 1 -3 2 0 - 0o 0o 1 -3
1 o o0 o o o\ 1 0 0 0 0o "0
v 1 =4 1 o .11~ 1o0 "0
o 0 1 -3 12 o o 1 0 0. o0
f(A) = f(A:B) =3 m— Sistema tiehe solucidn
Para encontrar las soluciones analizamos AX = 0
pero f(A) = 3 == Tl (A) = 2
| —— Ker(A) # 0
=== AX = 0 tiene méis de una solucién y
A X = B también
Para el sistema AX = 0 tenemos su solucidn es
Ker A = ( (-5, -3, 0, 3, 1), (3,4,1,0,0})
Xl = Bﬁ.” SXS‘:~X2 % 4X3—3X5 : X4 = QXS
Encontramos ahora una solucidn particular de AX = B
. ey OEPARTAMENTD DE CAPACITACION 152,
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dando valores a X3 y XS' En efecto

si X3 =0 . XS =1
ZXl - 3X2 f 2X4 = 8
X2_+ X4 =1
X4 =5
X = (-7, -4, 0, 5, 1)
o
"Entonces la solucién'génepal de AX = B es

y = XO + KerA
Y = (-7,-4,0,5,1) + <(-5,-3,0,3,1),(3,4,1,0,0)>

= (-7,-4,0,5,1) + o« (-5,-3,0,3,1) + 3(3,4,1,0,0)

= (27-5&43 3, -4-3«4+ 43, p, 543L, 1 +d)

con « ,3€R

6.7. Ejercicios Propuestos

a) . Tienen solucidn
b) - Tienen una unica solucion
c) Tienen mis de una solucidn

Los sistemas

It
ot

1) x4+ 2y + 3%

Il
Jot

2x + y + z

X + Yy 2z = 1
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2)

3)

4)

5)

.5. para K.

2x + y + 4z + 3w =1

{ @
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7. AUTO VALORES Y AUTOVECTORES

Hasta ahora hemos estudiado las t. L . generales.' Se
han representado mediante matrices, que nos ha ayﬁdado a la

mejor comprension de cdmo operan.

. ‘ [d . . ’
La idea es representar las t. L. por medio de matrices
simples, por ejemplo las diagonales, entonces surgen las siguien

tes interrogantes.

.Se puede repreéentar todo operador lineal por medio

de una matriz diagonal con respecto a una base?

(Si no es posible representar un operador lineal por
una matriz diagonal, cudl es el tipo mas sencillb de matriz

para representarla?

/ iCémo . se encuentra la base, para lo cual existe una

representacién diagonal de la t. £ .?

Las respuestas a estas preguntas se basan en el concep

to de autovalores y autovectores.

También encontraremos con ellos un método mas simple

para resolver sistemas de ecuaciones y ecuaciones con operado-

res.
7.1. DEF. VECTOR F1IJO i
~Sea V un.e.v. sobre K y T un operédor lineal sobre V.
Entonces el vector x, x €V, se dice fijo bajo T, si Tx = X
. DEPARTAMENTO DE CAPACITACION 155, .
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7.2. DEF. SUBESPACIO INVARIANTE

Seah V un e.v. sobre K, T un operador lineal sobre V vy
W< V. Entonces el subespacio W de V, se dice invariante bajo T
ssi, - A

- 7.3. DEF. VALOR PROPIO (v.p.)
Sea V un e.v. sobre K y T un o. X . sobre V.. Diremos que
Ne g es un valor propio de T ssi existe veV , v # 0 talque.
Tv = N v~ :
7.4. DEF. VECTOR PROPIO (ve.p.)
Sean V un e.v. sobre K y T € Hom(V,V). Entonces si AeK

es un valor propio de T diremos que, el vector veV,iv #& 0 tal

gue Tv =Av , es un vector propio asociado al valor propio A
7.5. . DEF. SUBESPACIO PROPIO (s.e.p.) oy
Sean V un e.v. sobre K y T € Hom (V,6V). Entonces  la

TN ‘ :
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coleccién de todo los vectores x € V tales que Tx = A x  se
llama subespacio propio correspondiente a A y lo denotaremos
por My\'zfer/Tx_:hx} '

7.6. PROP. Sea V un e.v. sobre K y T € Hom(V,V)
Entonces Mo £V
Dem.: 1) Mo #= O
. Sea x = 0 €V =— To = Ao =0

p.4d. T(x+y) = A (>£+y)
En efecto T(x+y) = Tx + T?'
| =aAx ;-ﬂ?
= A (x+y)

3) xgmho(eKzﬁoc'xeM}\'

| ER
p.d.  T(&£ X) = A (LX) <.‘\l Sitg,
l )} A D ¢ [ " OJ\ .
En efecto - T(L X) = « T(X) S Yifp ’
. A . /NVNT ) (\v.,v 4
- L (nx) . o gy
= A (LX) ' by 7
obs.: 1) dimj'M'a 51 y  dim My & dim v

2) Sabemos gue el conjunto solucidn de la ecuacidn

4

Ax = Ax es un subespacio.

S={X/‘Tx=/t\>.<}év |

si A es un valor propio de T entonces S<V no es ﬁulo,S:# f0$

- R 157
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03) SiTx = Ax  =—= (T-AI) x =0
Ze—3 S = Ker(T-p1)
N donde § eéyel conjunto solucion

Por la Obs. 2 , tnemos que si A es un valor propio de. T, enton-

ces, . :

Ker (T- ATI) = {0 }
‘es)decir T es no inyectiva

. . Por el contrario si Ker(T-AI) = {O% ==é{h'es un Vglor
propio. de T. ‘ C

~ 4) Sabemos que si dim' V = n entonées_(T— AL) es no
inyectiva ssi det(T- AI) = O. ' ' '

Hemos probado, entonces, - la siguiente Prop.

7.7 PROP. Sea>v un e.v. sobre” K con di% V=n,
T € Hom(V, V). |
ﬁntéﬁééé si ?\QK}';as Sigﬁieﬁtes éfirmacionéS’son.éduivéleﬁtes!.
1) A es un yalo;'propio de T.. |
25 El operador (T- AI) es singular(no invefﬁiblé).
3) det(T- A1) = 0 | |

Dem. Hecha.

Tt

Obs.: La afirmacidn (3), 'det(T- AI) = 0 nos indica como  se

. ) R - ) R j z ""-‘ ,
pueden encontrar los v.p. de T. Como det(T- AI) es un polinomio
de grado n en la variable'h,, se determinan los v.p. como las

raices de tal polinomio.

oy | ' 158,
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7.8.

propio de T.

PROP.: Sea T € Hom(V,V) y Ay, N, €K “valor

Entonces:
Ay#E D, = Mhln M?‘2 {0}

Dem. : .hl' AZ v.p. de T === Tv =?ﬂr¢
Tv =7\2\v/ p v % 0
Sea -’ V%ZM N M ===%-‘rv = N.v =2]A_vs
A Pl N - 1 22
1 2 :
= (A=A v =0
—-_-—_.% V:O
ﬂl ﬁz _

7.9. PROP. Sea V un e.v. sobre K con dim V = n y-
T € Hom(V,V). Si Xy "Vi =1,..., n son vectopes'propios\de
T asociados a los valores propios diferentes, ‘hi' Vj= 1,...,n,
entonces Xl'XZ""' X"f. es L.T.
Dem. : 1) Si se tiene un solo vector propio Xl,-la Prop. es

evidente ya que Xi %+ 0

2) A partir de (1) razonemos por induccion -

a) Supongamos valida la Prop. para n-1 vector propio.

b) p.d. que se‘cumple para n vectores.

Sean Xi, PR *n vectores propios asociados, respec
tivamente, a distintos valores propios. hiﬂ AZ"’ ., hn

- o+l - (741)

c(l)(l ...+ di N 0 —_— 7

_©

DEPARTAMENTO DE CAPAGITACION




T X+ +oC X ) = T(0) =
O T(Xy) +..... $oC T(X ) =0 ==
(A X))+ b (A X)) =0 (7-2)
Tenemos de i?.l)Aque N
Ny X Xy e +0_ Xn=0'
De (7-1) vy (7j2)_restand; se tiene
.c(lfhl- L) X+ 0A-A ) Xk *‘Xn_lghnél‘ A VX =0
[ T —o( =0
Luego en (5-1) o K= 0 —— =0
Por lo tanto O(i =0 vi = 1, , n
Luego kl""' X; } | eé L.I
Sea .E una base Vy T € Hom(V,V) tal que [T]E = A ,A

A er}{nxn

Sabemos que (T-AI) es invertible ssi 13 matriz

&

(A -A1I) es invertible. En consecuencia tenemos la siguiente:
7.10. DEF.:
Si AGJ% (k) Entonces A € K es un valor propio de
nxn
A si la matriz (A-ATI) es singular (no invertible).
Obs.: 1) En base al punto 5, tenemos que se puédé definir
las v.p. y ve.p. de una matriz A en forma‘gquiValeg
te a una t.)@. .
=)
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2)

i

Ya que N es v.p. de A ssi det(A-7nI) 0

ssi det(A —A) =0

Entonces podemos construir la matriz (X I - A) con elemen
tos polindémicos y considerar el polinomio
tenemos que los N € K

propios de A.

f(x) = det(XI - A) y
tales que f(A) =0

son los valores

7.11. DEF.

Matriz, polinomio caracteristico

si- A QJvnxn(k) entonces se define

1) La amtriz caracteristica por

A - AT

©2) El polinomio caracteristico

. U F(R) = det(A-pT)
U/gilz. PROP. :

Sea T € Hom(V,V), E base de V y Aejqnxék).

E ;

Entonces si A = [T]

valores propios de T y A son
iguales. ' '

{A como elemento de Hom (K" , k")

Dem.: Si E { Vi, Vo, Vgiee, vn$ base de V tal que A =[r]E

Entonces se tiene:

valor propio de A = ] xe K" , X #+ 0

tal que Ax = A x

. -n n '

161.

i=1 i=1 L
- con iE=]_ O( iVi + 0. o N
& A es un valor propio de T
Fz W ~ ‘
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Obs.: 1) Recordemos que,A,Beid/znxék) son similares
AAn’B g==g>_3 ?QJ%nxAk)‘ no singular tal que.
B=rplap
2) si [a] = [1] . entonces AW B == J F, F base de V,
tal que [T]. =B

7.13.° PROP. Las matrices similares (o semejantes)

tienen el mismo poiinomio caracteristico.
Dem.: p.d. det(XI - B) = det{(XI - A)

ANVB e B = a tap

det(XI = pPlap)

i

luego - det(XI -~ B)

det(P_l(XI~A)P)

detP‘lgdet(XI-A)-det P

Il

det (XI-A)

. - - | ° . ' 0 -

Ejemplo 1: .,  Sea [T]E = 1 0 en |R2x2
A , ‘ I O E

G5

. 2
det(A - 1) = N+ 1

Entonces’ ' A - AIX

£(n)

, .
Fla) =0 —3 A + 1

i
Il

R

Luego T no tiene valores propios.

: 31 A1
‘AEjemplo 2: Sea A= {2 2 -1} en Ry 3 -
' : 2 2 0 : o
- entonces,
_ DEPARTAMENTO E CAPACITACION ol e
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CE(A) = det(A -AT) = (A- 1) (A~ 2)2

£(n) 0 == A=1,"=2 son los v.p. de A

(A= 2 tiene multiplicidad 2)
Encontremos los

Para N = 1 se tiene Av =Av /

=¢iHe-0
— g9 0 -0

(Debemos encontrar KerA)

o /2
==\ 0
0

V:@ z = 2x A y =20

o= o
|
=
TN
N < X
\_/
oo
S
[n N e B @]
\_/

‘Para A= 2 se tiene - AV =Dv

/—\ /\
NN~ NN W
N O = NN =
LLL ohk
\_/ \—/
SN T N
N X N X
e N
I It
P N
DO Q
TN
N N X
~—
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Ademas

de |R?

dim V =

Dem.

dim M =1 M

En el ejemplo anterior podemos observar que:

dim V = dim R} = 3

((1,0,2)>

A=1 A=l = <Vi> =
dim My, =1 Mooy = (Vyy = L(1,1,2)7
A, =1,.n,=2 (multiplicidad 2)
N+ A, #-Maln "o ={'0}

S = {h /N es v.p. diferente A?: {1,2}
B4 05 < dimV . =—= 4 S = 2 < dim R® =3

dim M % dim R}®. vy

2 + dlq M o= 2

1 o

ivl, vy ? es L.I. — f vl,'vzf es parte de:una base

7.14. PROP. Sea

V un e.v. dobre K y TeHom(V,V) y

n

~ Entonces si S = ih /N es v.p. de T diferentef

: Y=H= Ssn

E(A ) = det(-T_f-hI) == f( D) es un polinomio de
grado n. ' ’ ' '
— f( M) tiene n raices

== H# S<n

(@

DEPARTAMENTO DE CAPACITACION o 164.




| CURSO: o o "ALGEBRA LINEAL"

7.15. DEF.: - t. L. diagonalizable.

_ Sea V un e.v: con dim V = n y Te€Hom(V,V). Entonces
diremos que T es diagonalizable si existe una base’ '
E = f X vewon X2 } de V tal gque cada vector X, € E  es un vector

propio de T.

Analicemos esta definicidn. En efecto
Sea E = i Xl""' Xn f base de V tal que cada Xi es un ve.p.
~de T, entonces T = A, X, ¥i =1,...., n
: . ] Xi 1 1
TXy = ?\lxl = ?\1)(1 + 0 X,+.... +O0X
sz = 7\2x2 = ?)le + hzxz +....4 OXn
TX =72 X =0 X, + + A X
nn 1 n
O
Luego [T]E = 32
O ™

donde los hi son los v.p. de T. Estos v.p. pueden ser todos

diferéntes o algunos repetirse.

Reciprocamente si T es diagonalizable y sus valores pro

pios son 'hl' e, mn‘~ Entonces,
(1) si los hi‘son todos diferentes existe una base'E de V tal
~que; '
'h .
1 )
, O
(t], = 2.,
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f(ﬁ) = (%—-hl) fﬁ~—ﬂ2) ..... Fh-—%n?

- Si cada uno de los Ay se repite d; veces tal que

di = dim V-, ekiste‘una base de V tal gue

donde Ii es .1la matriz

t

|

! identidad de 4, x 4.
\ '

]

O M

y\ tenemos que el polinomio caracteristico es

a. . a

o 3
1 2 k
=t reap e
k ' . ' o

3) Si ). di < dim V | entonces existe una base tal que

[T]E es triapgular.
Tenemos, entonces, vistas las siguientes :Pfép;‘

7.16. . PROP. Sea V un e.v. de dim V = n

y T € Hom{V,V). Ademas sth'hl, 32,..., . los valoreé-prbpios
distintos de T, vy los Mh subespacios propios asociados a ca-
, ’ . _ 1 ‘
Ada v.p. hi,. S1 V = Mal oo+ Mg entonces,
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cu R SO: %~ “ALGEBRA LINEAL" .

d;m V = dim Mﬁ +T;. + dlm Mh

I | k
Es decir, si Eiveg una base de M, , entonces,"
E = fEi,..., B } es una base de V

Dem. : Se deja de ejercicio

7.17. /PROP. ' Sea V un e.v. de dim V = n y TeHom(V,V)

Sean Al' ﬁz,... hk los valores propios distintos de T vy los
M A subespacios propios asociados a cada hi . (M'ﬁ el espa-f
i - s ' i

cio nﬁlélde (Th-hiID. Entonces son equivalentes

1) v T es diagonalizable

2) v El polinomio caféc£e5is£ico de T es
() = (Ao (-2
| 1 K
y dim Mvhi = d i ; } g 1,2,..., k ' P
3V dim M, ... owAim Moo= dimyv o
A At m My
_Dem;: Se deja de ejerciéio.
Ejemplo 3: Tomando el ejemplo'se tiene;
Mal = ((1f0,2)> con A, =L
) Maf = <(},l,2)> .con R, = 2
_.~/\'/ ' . ’ - 2
A E(A) = (A- 1A~ 2)
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pero dim Mﬂ =1 =2
' 2
dim M + dim M =1 +1=2%%3=dim IR
A, A, =L

Luego T no es diagonalizable.

7.18. PROP.' Sea V un e.v. sobre K de_aimrv =ny

T Hdm(V,bi.A Entonces se tiene |

1) Existe una base E de V tal que' [T]E'es diagpnaifséi T

tiene. n vectores propios L.TI. ' : |

2) Si-parg.una base E de V se tiené- !

e - e

entonées los hi"f" én son exactamente los valores propios

de T. '
'A3) - Si T tiene h valores prOpibs_diferenteé entonces exisfe

una base E de V para la cual [T]E es diagonal.

4) Sea A €K . Entonces existe Pe K__. tal que P_lAP
nxn ~ nxn

. . N . n
es diagonal ssi A tiene n vectores propios L.I. en K .

Si c |
_5) Si AEK y’ P JKnxn es tal que‘
-1 0 TU
i} PTAP = . .
AC) An o
~entonces hl"'f’ An son ‘exactamente los valores propios de A.
6) _ Si Ae'Kﬁxn tiene_n,valorés propios diferentes, entonces

~existe PeK__ i
exis e. € Ko vn tal que

p-1 AP es diagonal

S

AN ACIT 68,
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Dem. : 1) (=——= )} Si [T]E = diag ('Hl,...,hn) y
E = { vl,vz,..., Vn} Y tenemos qug_
T(v,) = A,v, y luego T tiene n vectores
i ii RN

propios L.TI.

(= ) Si T tiene n vectores propios L.I.

Vis Vou o seee o Vo entonces E = {vl, Vores vn?
.es base de V ya que dimV = n y como T(vi) = hivi se tiene
[T]E = dlag(ﬁ]J.u., 2n).

2) Los valores propios de T y de [ T] son los mismos

pafa cualguier base E de V.

Consideremos:
AP 3
A = \‘
omn’/
. | ‘1 |
Supongamos Ax = A'x con: X = ' =% 0
te A “n )
enemgs hn X, = X ;qn_l,xn*l+.... X, = h-xn_l
Si suponemos X = «.. = Xy 0= o ., Xi 1 =% -0 (un tal i existe
ya que x = 0). Entonces tenemos
hi-] ¥i-1 < N Xic1
)
n=h

Luego los valores propios # de A son un subconjunto de

{ﬁl,... , D n? - . Reciprocamente.
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217Ny
; *
- = A, =D,
A ﬁilI Ai._hl
~ Ay
es singular y entonces existe x =% 0 tal gue (Arhi IN)x =0
~Luego A x = Hi X , es decir ﬁi es un valor propio de A.
3) Es inmediata de la Prop. 7. . F

Si hl' hz,..., hn son valores probios diferentes de T
entonces E = fxl,...., xnf L.I. con Xy € E tal gue
T. = 2. X. V. =1,..., n entonces E es una base de V y
X4 i Ti i o ,

[T]E es diagonal.

Obs. : 1) Los puntos (4), (5) y (6) son equivalentes a (1),

(2) y (3) ya que se trata de matrices por lo tanto no es nece-

sario demostrarlos.

2) De las. Prop. anteriores se tiene que no toda
T ¢ Hom(V,V) es diagonalizable, pero si toda T es triangulariig
ble. ' ' ' '

3) AvB =3 B = A_IAP

AnvB === los valores propios de A y B son los mis

mos

Si A, B son diagonalizaples y AvVB = los va-

lores propios de A y B son igualeé.

Si Ay B tienen los mismos valores prdpids ——3 A~B
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4) si A tiene n ve.p. L.I., entonces existe P tal que

;?"l‘ O
) <o”»n>

Luego )1 ()

Encontremos los ve.p. asociados

[
e

- cC
2 n
1
1
1

por lo tanto si

' )
C1-0 Sny\ S B R
A ' i = ‘ : ‘
] * [ ' 1
Luego Ac. = ;¢4 v i, 1 <¢i ¢n
i : _
lo que demuestra que los ci; Co , C son los n vectores
propios L?I. de A.
(P no singular &&= 'cl,;ﬁ.., cn' son L.I.)
Reciprocamente, si -{c],..., Cn% es L.I. de vectores
propios de A vy _— '
. IPERER n

-0
e

entonces P es no singular y

sl
1 1O
O 7n
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En efecto:

CE(2) 2 det(A -AI) = (A- 1) (A~ 2)2

’ \'.a2=2

v

Luego los valores propios de A son 1,2, -

Encontremos los ve.p. asociados

- R ‘ . . i \
( CURSO: , "ALGEBRA LINEAL"
A 5 -6 -6
Ejemplo 4: Sea ([T]. <[ -1 4 2
3 -6 -4
entonces A es diagonalizable

OEPARTAMENTO DE CAPKCITACION

Para A = 1 : Ker(A - 1I)? es decir resolver (A-I) X = 0
Mﬂ:l = ((3.,-—]_.,3)\?
A-Para A= 2 : Ker(A - 21)? es décir resolver (A - ZI) X =0
Mh=g, = ((2,1{0),‘(2,0,1)7
. 3'_ v ' . - ¥ — —
Entonces dim R} = dlm_ Mh:l + dim ”2=2 = 142 = 3
Luego A és diagonalizable:
y la base E = f (2,1,0), (2,0,1), (3,-1,3)f
tal que  [r], = (%2°)
: SN0 2
y la .matriz P es
’ 223
P = (l 0 —l) tal que
0 1 3 g
172
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2 0
P_l AP = ( 2 i) = diag(2,2,1)
0 .

7.19. EJERCICIOS PROPUESTOS

1) Hacer las demostraciones pendientes.

2) Son diagonalizable las matrices
4 -12 | 2 -2 ‘
A = 3 -9 C = 2 -8 -2
0 1 -3 1 2

3) Si en el ejercicio (2} las matrices no son diagona

lizable encuentre la matriz que las triangulariza.
. - . .

" 4) Para gqué valores de a y b es diagonalizable la ma-

triz.
5 0 0
"=lo -1 a
3 0 b
5) Dar C.N.S. para gue A sea similar a una matriz dia
gonal. )
a
A = e q /) - en R2x2
6) Sea a b C :
M =D a b {Es similar a una ma-
c c a :

triz diagonal?
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INDICE

MATERTA : PAGINA

1. ESPACIOS CON PRODUCTO INTERNO o a174

2. APLICACIONES V | . 215
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[a—

0'

a—

2|)

ESPACIOS CON PRODUCTO INTERNO

Ahora deseamos estudiar los espacies- vectoriales en los

que tiene sentido hablar de "longltud" de un vector y de "angu-

~entre dos vectores.

Primeramente veremos algunos conceptos sobre funC1ona~

es lineales y func1ones b111neales

1

Qean V,W e.v. sobre K entonces sea una funcibn.

T: V——e-eou——> W

“tlal que Tl vy + vy) = T(v,) + T(v,)

Y ov,, v, €V Ty oc €K entonces

T es una transformacién lineal de V en W (t.2.)

St W=V T:V — Vv
T  es un operador‘lineal sobre V f (0.2.)
Si W=K : T :V_— 4 K |
T es un'funcional lineal sobre V o (f. L)
8.1. ESPACIO DUAL '

Sea V un e.v. sobre K. Entonces se define el espacio

dual de V por;

V* = T/ T: V—= K, Tes un funcional lineal
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8.2. PROP. V* es un e.v. sobre K con las oberacio -
nes + y o usual definidos para Hom(V,W)
Dem. : Se deja de ejercicio.
- - ‘ [
Ejemplo 1: Sea V = K_ = { R SNt % y
S i
. X . st
. St : :
. ) . .
a = (a'I) Py as)eK .
éntonces i
| _fa KS —a K
. .
| X : o s
I ) | -
e (ay, a) o Ry a;x;
' X
! S X
f, €V (vx = K>%)
Ejemplo 2: Sean Ayseens ane»K y fe Kq 
i fxq, s Xp) = agx, 4.l +ag X,
entonces - fe y*
| fo v=k"—— «
| , . : .
Si E , E' son las bases can6nicas de K" y K hespectivamente en-
tonces, | £ ‘
T] = (A, e, a)
! [ e T & o
: + '
" - - 6
sjemplo 3 nes ., A QA{mxﬁk) entonces

DEPARTAMENTO DE CAPACITACION .
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i
|
T# : nxn > K
: n
i=1
Tr € V* ; TFA: Traza de la matriz A

Ejemplo 4: . v =E;(:a,b]

51! dimV = n, dimW = m == dimHom(V,W) = dimV. dimW

! ‘
luego tenemos

8.3. PROP.  Sea V un e.v. dobre K , dimV=n. Entonces

S dimV* = dimV = n

De%. Hecha.

: Sabemos que si E= {v1,..., Vi ? es basé de V' vy
% %1,;.., W F CV entonces j t,,€.~T'de Y”en W tal que

) = W, por lo tanto ;I f.

; i ; funcional lineal en V tal que

. . * . . —‘
fl(vJ) —.J‘IJ s f1€V s ‘1J~ = 1,.?., n

Luego obtenemos de E un conjunto de n f.4 . diferentes

f11..., fn sobre V. que son L.I.
Por lo tanto { f1,:..., fn F es una base V* llamado

base dual de E.
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Obs.:

8.4.  PROP. Si V es un e.v. sobré, E:{v

base de ¥V entonces,

3 base dual E* , E* = { f1,..., fn% de V* tal que

fy (vj) = Ofij
Para cada f. 4 . | fl'sobre V se tiene
Cr - Zi flvy) f,
Para cada vectorl v ey se tiene
v o= z; fl (v) vy

(1) hecha, el resto de ejercicio.

(1) De (3) se tiene que fi es la funcidn que asigna a
cada vector v la i-Gsima coordenada de v respeclo de 1y
base E. Por lo tanto f, también se llaman las funcio-
nes coordenadas de V.

8.5. PROP. Si dimV =n = y TeV* entonces

PIT) =1 yq(T) = n-1

8.6. DEF. HIPERPLANO

Sea V un e.v. sobre K, dimV = n y W<V con

éinxw = n-1. Entonces W se llama hiperespagio e hiperplano.

Un hiperplano es siempre el espacio nulo de fey*,
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8.7. DEF. CONJUNTO ANULADOR

Sea V un e.v. sobre K, Stv . Entbnces_se define' el
anulador de S por S°. '

s =1T /Tes f.4. sobre.V tal que f(v) = 0 "sfv"es f
} 8.8. EBQE; Sea V e.v. sobre‘K: d;@fv: n. 'Enténées
%) $O ¢ yx |
2) i 5200} —= 5%y
; Stocs = v == 5% f0f
5) SiW<v ‘

dim V = dip W + dim W°

8.9. DEF. EL DOBLE DUAL

! Sea- ¥ un e.v. sobre K entonces se define el doble anual
de V por  V¥x = (y*)* '

S ———-

bs.: (1) Si dimV = n ==y dimV*= n = dimyr*
(2) (s9% = <s> . sc v

* K

(3) Si S« V* — sCcy

8.10. DEF. TRANSPUESTA DE UNA t. 2.

Sea T’eHom(V,W) entonces se define la transpuesta de
T por Tt = 7%

oo

T ¢+ WY .  y* tal que
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|
|

(T*(g))(v) = g(T(v)) con ge W , vey
T R
VR T W* LR
| K : k
| . . ’ N
8.11.  DEF. MATRIZ TRANSPUESTA

] Si Ae.ﬁzmxﬁk) entonces se define la.transpuesta A .
Ao

t
| aij

| | - i
4 se tiene que f(A) = Y(At)
,i ) |

Hasta el momento tenemos
i .

IT: V——»W t.g.
i Ty — 0- L
’ k f.l.

T: V —
nos ihteresa ahora.
T: VX W—emees :u s

(V,W) | T(V,W)

+

al qué T sea lineal en cada variable

Para tal caso debe cumplirse que.

T{v,0)  es lineal
T(O,w) es lineal

entonces T serfa una funcién bilineal.
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CURSO: "éLqEBha_LINEALf
Por ejemplo .  T: 'VIRZ_ x R¥ — R
(V,V) —_—— T(U,W)
2
T(u,v) = Y MV donde
Ci=1
no= (g, Mp) Yy Vo= (v, vy)
8.12.  DEF. FUNCION BILINEAL (f.b.) ..

Sean V, W, U e.v. sobre K. Entonces una funcidén

f:r V.xX W —— L

se llama funcién bilineal si

f(v,0~) ¢ Ve———— WL es una t.ﬁ. VveV

f(O,w) : W-——s U esuna t. L. VweW

s decir si,

f@ivl+ﬁv2, wi= A flvy,w) +AE(v,, W)
flvy kW), +pw,) = « f(v,wl) +/5f(v,w2)
. Vw,wl,wzew VALBEK

Vv, Vl,' vzév

8.13. DEF.- CONJUNTO DE LAS FUNCIONES. BILINEALES

Se define el conjunto, si V,W,W0 son e.v. sobre K,

Hom(VxW,U) = f £/fiVXKW ———» U es f.b.%
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8.14. DEF. FORMA BILTIENAL (fo.Db)

Sea V e.v. sobre K. Entonces una funcidn bilineal . f

se llama forma bilineal si

f: VXW e K

8.15. DEF. CONJUNTO DE LAS FORMAS BILINEALES

Si V es un e.v. sobre K, se define

L{VxV, K)= {f/ £r VXV — " K es una fo.b.F'g

OBS. : (1) Hom(VxW,V) y L(Vx V,K) son e.v. sobre K.

(2) 0: VXV —>s K es fo.Db.
(3)  Si f,geL(VxV,K) = offtg es uno fo.b.
(4) dim L(VxV,K) = n?

Ejemplo 5: ‘Sean m,n ezt |, v =0A{mxn y Ai/g;xn

entonces

a8 VXV s K tal que
. t
fA(x,y)A= T (X"AY) es uno fo.b.

En efecto -

£,(C X+ pY,2)

. t
Tr[(dx+ﬂY) AZ]

t t '
TrE)(‘X AZ +/3Y AZJ_

Ct ¢
= of T_ (X. AZ) +/3Tr(Y AZ):_‘
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=de(Lz)+prYJ)

?
(X, oY f/gZ“‘“fA”rYffPfA”'m_

| La demostracidn se deja de memoria.

Ejemplo 6:  Sean f: K2 ———5 K
| -

- f uno fo.b. sobre K

- . _ _ ) 2
Si vy= (x,xz), V,= (Yl' Yz) € K

Encuentre f(v v2) (es decir caracterizar fo.b).

ll

En efecto

Vi T Xpep t X8y X1.¥y¥1.Y, €K
v, = ylél + X, e, _ E;=fei,'e2!% basé
’ £(vy, vz? = | flxye; + X385 v,)
= X fle), vy) + x, fley, vy)
= x, fle),y,e +y,e,)+ xéf{erY£él'+yéeé)
=)ﬁ_ylf(el,el)+xly2f(el,e2)+x2y1f(el,éé) + _
X, f(el,eé)
Si Aij = f(ei, ej)
Elvy,vy) = xyyy Ay +x1Y2A12 + x,y) Ay 1+ XY, Agp
= f;;» *1¥i %43
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base de V.

Luego f estd definida por los cuatro escalares

A.. = f(e., e.)
ij i’ 5
|
.. f(vl, V2) = 'Z. ‘ 13 lel
i,)
! _ - :
- -— — ,€-
pero X [vﬂ , Y {vz] . A (Aij) UAZZXZ
E E : -
f(v v,) = XtAY-
1’ 72
En caso V = R?
flv,w) = xlyl + XY, + XZYl + x2Y2
dongde vi= (xy, X))y W= (y;, v,) | |
X : y : /1 1
X = l=vE.,Y= l-=[w] ~,A=<‘ )
'E 1 1
X2 Y2 ; .

. t '

S flv,w) = XPay = [v] (f] w

. b o LUl [
luego la matriz A es la asociada a la fo.b.

8.16. DEF. MATRIZ ASOCIADA A UNA fo.b,

,Seé V un e.v. sobre K, dimV =

n y E= iVlV"" Vn;
Si f es una forma bilineal sobre V, entonces la
matriz de f en la base E (o matriz asociada a f) es la matriz

A de nxn tal gque
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ﬁ se denota por

i A ?[f]E

dBS. Se tiene que f(v,w) =[v]' [f] [w]
E E E

8.17. PROP. Sea dimV = n. Para cada bhase E de V la E

' funcidén que asocia a cada fo.b. sobre V una matriz en la base E

es un isomorfismo.
|

3 g : L (VleK) ——-—»%nxn
| .

' g es isomgrfismo vy

| v
| L(va,1_<) “,/%nxn

Dem. Se deja de ejercicio

8.18. ' Problema: iQué sucede a la matriz de uno fo.b.-.|.
si se cambia la base?

| iComo se relacionan [f]E y [f]E'?

Solucidn: Tenemos gque
|
|

- - £(v,w) = [V]; [f]E {W—JE.
| | [V]B P[‘VJE'

| £(v,w) = (P[VJE,)t [£fle (P tw]z) . ' s
? flv,w) = [v]t pt [ﬂE P DﬂE' .l : <8—l)
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Pero flv,w) = [v]t

B £ ] [ ‘ o k8_2) )

De (8-1) y (8-2) se tiene

[f]E' Pt [f]E P

Ejemplo 7: Sea V

Rz 'E base canénica; E'=$(l,~l),(l,l)}

'y la fo. b. dada por
f{v,w) = X Y] + X ¥, + X,¥1 + X,¥,

Encontrar

(],

Tenemos fle,,e.) =1 v, . . =1
i3 ,

2y e [T]E' s

(3)  f£(v,w) = < ) [ J Flv,w) =
ﬁdemés flv,w) = [xivxé]_ (é. 4 [.y't}===¢ flv, w) = 4xéyé
| _ Y3

. *

OBS.: De [f]E' = Pt [f]E P se tiene
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B = P~t AP

es decir A,B representan la misma fo.b. en distintas bases y
|

L P(a) = P(B)
|

y podemos definir

] 8.19. DEF. RANGO DE UN fo,b.

Si f es una fo,b entonces se define el rango de £ como

el rango de su matriz asociada en cualguier base.

] P ;f(A); POLE]L )

1 ~9.20. PROP.’ Sea £ una forma bilineal sobre V, dim V=n

entonces son equivalentes.

| .
| (1) §(£) =n

(2) V9 vy eV :'y vy + 0. E{v2ev tal que f(vl,vz)#o
(3) ? V,EV o, v, 75 0, X vyev tal que f(vlvz) #= 0

Dem. : Se deja de ejercicio

8.21. DEF. fo.b. SINGULAR.

.
|
|
1
|

(1) Una fo.b. es no singular si cumple con (1) y (2)
de la Prop. 8.20. '

(2) Si dimV=n entonces f es no singular si cumple
con (1) v (2) v (3) de la Prop. 8,20. ’ -
[ ,

(3) f es nobsingular &= su matriz asociada es no

: , N . singular.

DEPARTAMENTO DE CAPACITACION R || ee-
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Ejemplo 8: Sea V = RnA y f tal que

; flv,w) = Vi Wyt VoW, el + VoW

entonces, la fo.b. , f es no singular ya que

[ﬁ] = I__ - : E base candnica de R"
E nxn _ . .

. . ey t- ot

ademas f(x,y) =X IY = XY

i Estamos en presencia del producto‘punto de R".

OBS.: No toda fo.b. es diagonalizable..

| ' . -
f, , |
Broblema: ¢Es posible encontrar una base E de V tal que f sea

T

diagonalizable, f un fo.b. sobre V, [fk:= diag (...) ?

1 .

Respuesta: - S8S1 Yy

|

f es diagonalizable e——» £ es simétrica

! ‘ o ' £(v,w) = £(w,V)
és decir, .

, flv,w) = Xt AY es diagonaliZabie ey Xt}\Y = YtZ\x

! . -
| 8.22. DEF. fo.b. SIMETRICA.

Sea f una fo.b. sobre el e.v. V. Entonces £ es simé-

'Hrica si, - ‘

f(v,w) = f(w,v) Vuvwev
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| ‘ 8:23. DEF . MATRIZ SIMETRICA

Sea Ati/%nxék) entonces A se dice simétrica si at= a

es decir a.. = a.. v, . donde A= (a..).
ij ji i,3.7° 1]

|

BS.: (1) Si dim V = n  entonces f es simétrica ssi A= [ﬂE

els. simétrica.
(2) Si existe una base E de V tal que f esta representa

da por una matriz diagonal. Entonces f es simétrica.

8.24. DEF. FORMA CUADRATICA (f.c.)

‘

Sea f una fo.b. sobre V simétrica, entonces-1la Lorma

I
c?adratlca asociada a f es la funcidn q,
1 A
tLl que qlv) = £(v,v)
|
OBS. Si K = € entonces f una fo.b. estd determinada por una
férma cuadritica de acuerdo a la 1dent1dad de polarlzac1on
f{v,w) =~ 1 q(v+w) - L glv-w)
4. : 4
Ejemplo 9:
(1) sea v = R" y f el producto escalar real enton-
- = 2 2 ’ 2 ‘
ces qlv) = f(v,v) = vi VS5 o+ + v
. f(v,v) 20 si v O
(2) fAu,w = X AY
. t .
g, (x) =X"aX
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8.25. DEF. fo.b. DEFINIDA POSITIVA

Sea f una fo.b. sobre V. Entonces

$i f(v,v) >0 , f se llama positivamente definida sobre
Y . (f.d.p.) ‘

Si-f(v,v)< 0 -, f-se llama negativamente definida
(£.d.n.) A | ' ’ '

Si f(v,v)>0 peroVéXiste v % 0 que anula a f entonces

f se llama semidefinida positiva,

Si f(v,v) < 0 pero existe v %= 0 que anula a f entonces

f se 'llama semidefinida negativa.

8.26. PROP. Sea V un e.v. sobre K, dimV=n vy f una

simétrica sobre V. Entonces

4 E base de V tal gue [{E es'diagoﬁal

Se deja de ejércicio.

8.27. PROP. ' Si k = C vy Aeﬂnxn es simétrica

sobre K. Entonces J P, P%/%nxn invertible sobre K tal que
‘Jt AP es diagonal

Dem. Se deja de ejercicio.

1 . )
OFS.. (1) Si K = IR entonces 3P, Pedﬂﬁnxn ortogonal tal
que P AP es diagonal. »
. . t -1 . ' 5
! (2) pefy = se dlce‘ORTOGONAL si P" =P |
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- E

jemplo:10: Sea f una f.b. cuya martriz asociada es: .
/1 -1 0
A={1 2°-1
| 3 12
entonces f es definida positiﬁa o SR
h efecto: Primeramente encontramos los valores propios de A.
£(A) =det(A~AI) = - ) + 5p2 - 10A+ 10
: fFlA) =0 = h =1, A=2 (multip. 2)
Entonces dimV = 3 y existen 3 valores pfopios'posi

ivos. Luego f es definida positival

OBS.: Si r = NQ de valores propios == 0

= NO de valores .propios > 0

n =dimv

E?tonces:
i .
(1) Sir=s=n = f es f.4.p.
(2) Sir=s<«<n = fes f.d.s.p.
(3) Sir=nanAs =0 = f es £.d.n.
(4)  Si r<n As=0=——s f es f.d.s.n.
8.28. DEF. fo.b. ANTISIMETRICA
Sea f'una fo.b. sobre el e.v. V y K = ¢ entonces
f| se dice antisimétrica si ‘ '
ﬂvw)m-fﬂwy) - Vv,weV
i
i
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8.29. . DEF. MATRIZ ANTISIMETRICA
|
Y P A
Sea Aed/Z entonces A es antisimétrica ssi A = -A
nxn T
OBé;i (1) Si dimV = n y f una fo.b. sobre V. Entonces f es
antisimétrica ssi [{E es antisimétrica.
| ) A | -
(2) 8i f es antisimétrica entonces [f]E v E  tiene
a,, =0 ¢ ‘
ii i
(3) Si f es una fo.b. sobre V y si
i glv,w) = [f(v,w) + f(w,v)] o
1° | |
Coh(v,w) = = [flv,w) - £lw,v) ]
' ' 2
o _
Se | tiene que;
fF=g+ h en forma uUnica

y g es fo.b. simétrica, h es fo.b. antisimétrica.

Ahora que hemos entregado algunos conceptos sobre espa-
dual y transformaciones bilineales pasamos a los productos

erndés y los espacios con productos internos y las fun01ones

lnldas en ellos.

i
t
|

ent

8.30. .DEF.. PRODUCTO INTERNO  (p.i.)

Sea V un e.v. sobre K y una funcidn (\)
(\) : VXV —m— K

onces la funcidn.se dice producto interno si;

(X v i+ By N\vy) =& (VA\V3) +8{v\vy) Vv vy

(1) 3€V7“W£K_/
(2)l (vl\ v2) >0 v viev |
N - 2 4T T { 101,
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CURSO: “ALGEBRA LINEAL® ‘w» A

e V

Il

! :
‘%) (vl\ v2) (vz\ vli vy, v

8.31. DEF. ESPACIO PRODUCTO INTERNO (e.p.i.)

|
|
| |
i Sea V un e.v. sobre K , en el que se ha definido un pro
ducto interno. Entonces V se llama eépacio vectorial con pro -

ducto interno y se dencta por:
-’

, K, (N))

I (v

| _ .

g (2) Si K =R entonces (V,R, (\)) se llama espacio
eﬁclidiano.

1
(3) S8i K =€ entonces (V, €, (\)) se llama espacio

unitario.

OBS.: (1) La definicidn de b.i. se~puede dar de la:siguiente
forma: | |

a (u + vAW) = (u\w) + (v\W) Viuv,w e Vv

b = o (u\w) ‘ Vu,weV)iev

c (u\v) = (vi\u) . Yu, vev

a)  (unu) >0 - " vuev

B

!

l

L (£ uvw)
|

L

|

E (2) Si K =1IR éntonces (3) de la Def. 8.30. implica
u

que (\ ) es simétrica.
Ejemplo 1l1: : Sea el producto interno definido por
| n _ -
’ {funv) = Y7 x.V. ‘ -
o j=i

llamado producto interno.canénico.
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| .

|

i Si K =R entonces

: n

| (uvv) = Y X 4% = [:xg
lﬁamadq producto escalar

‘ v = R y u = (xl, , xn)

v = (yl,. ., yn)
| Ejemplo 12: si v = g [O 'l]
1 -
entonces (f\g) = // f(t) gl{t)dt
0 .
Ej%mplo 13: Sea V = R?
u = (xl,_xz)' y v o= (yl, y2)

entonces )

' 2 (1 —

F(u\v) = X1¥Y] - X,¥] - X ¥, + 4x2y2

es.un producto interno.

8.32.  DEF. NORMA
Sea~(V{K,(\ })) - un e.p.i. Entonces se define‘ la norma
de{v, ve V 'por
Ivil =\/(v\v)
8.33. PROP. Sea (V,K, (N)) wun e.p.i. Entonces si
v,weV « e K se tiene: '
1) et v = }on‘Hv'H :
2) vl >0 ; v o0
llv’l = 0 ssi v =20
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3) l (v w)! < vl Jwll . Desigualdad de Cauchy-Schwarz

4) ffv + QI’ sllvil+llwll . Desigualdad triangular
.yDem;: (1) y (2) "se dejgn de ejercicio
(3) Si v =0 es inmediato

Sea v = 0 y definamos a4 por M = w J(wav)

Iv il
ISabemos que 0 Hu ”2 o
0 ¢ llmllr = (uw)
= (w_ _(_.‘li__\L)._ v \w - .._i.‘_ﬂ_..\_\..,.)_. V)
v S Ik vz
- kw\w) _ o {whv) (v\w)
[vii?
| - Wi - (vAw) (viw)
Hvi?
-— Hw“Z . “V \W)JZ
‘ fivi}?
Sty b s vl wy
4y v + wy? - (VHW \ Vv + w)

S lvlle + G+ (v + fw?
= vl + 2Re (v\w) + jjw|j

< vk + 20vllliwl + wiz

= Clvl +w) 2

v + wils 1 v+ {w]
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i :
BS.: De la Prop. anterior podemos observar que,

~
siﬁlll-v == v, w son L.D.

“VHZ es decir v/ W
(2) v w) g1 Yv, weV, v,w #: 0
; v oW
eA R? tenemos;
I .
| __lilﬁl__ = cos © Y e = g:v,w o
[Tl Alwll , [

y |podemos definir

"8.34. DEF. ANGULO ENTRE VECTORES

’

Si (V,K, (\)) es un e.p.i. entonces se define el an-

gﬁlo entre v y w €V por

cos © =.M
Hvitlwil
8.35. DEF. DISTANCIA ENTRE VECTORES

! Sea (V,K,(\)) un e.p.1i. entonces se define la distan-

]
cila entre m, veV por

| o dla,v) = llu-v

i

OBS. : En el caso de @R? tenemos

X

1) d(x,y) = V/(xl—yl)2 + (x2~y2)2

2)] si L x,y =6 == [Ix]]'||y]] cos @ =TX'Y
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8.37. DEF. CONJUNTO ORTOGONAL

Sea (V,K,(\)) un e.p.i. entonces:

(1) Se dice que v es ortogonal con w ssi (viw) = 0
(2) Ay v son ortogonales ssi son ortogonales y
IaTi=fiyll =1
(3) ) S = {vl,..., v } CV se dice ortogonal ssi
(vi\ vj) = 0 Vi;i ,. 1 %= 3
(?) S = {Vl' ..... , Vn} se dice ortogonal ssi S es ortogo-
nal vy : '
v, il =1 v
i i
Ejemplo 16: 1) En R"” 1a base canénica es ortogonal y orto
normal. i ' '
2) Los vectores del ejemplo 15 son ortogonalés
3). (x,y), (-y,x)e R? son ortogonales con el

pli. candnico.

4) Si f (x) = ﬁ -cos?Tl'nx‘

n
= V2 sen 21 nx
entonces el conjunto ,
1l’f1' gy fé, ..... } es ortonormal en [O,l] con el
p.i. (f\g) = /l £ g
' 0

.8.38. PROP. Sea (V,K,(\ ) )} un e.p.i. Entonces si .
0€EV 'y ScV es ortogonal — S es L.T.

\\V Elr:' o~

R/
{ — £ l[ “fc
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8.36. . PROP, La distancia entre los vectores

My veV cumple con

_(l) dm,m) »0
y d{u,v)

1}
o

ssi A= v
(2) dlm,v) = d&lv,m)

(3) d{m,w) ¢ dla,v) + dlv,w) ;'

Dem. : Se deja de ejercicio
i .
Ejemplo 14: Sea RR® con el p.i. canénicay v,we IR® ..
v=(1,1,1) , w= (,~]'f I, -1, g'-). Entonces
: . 2 . 2 '
dln,v) =llu-vi = 37
2 o
‘ 0 ‘ _ o
cos © = = 0 = 6 = 1
VARWATE) 2
Ejemplo 15: Sea V = g’[o,l] con el p.i.
(f\g) = / fg-
0 .
Si.f = sen (X Yy - g = cos (X Entonces
: 1 T — —
dla,v) = V/i/‘(sen.ﬂ—i - cos LX) =, J;ji
2 2 T
‘ 0
. . . _
§ sen L xcos Lx
cos © = = — =
I| sen %r-xH][cosr%-x\] "
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dem.: Sea S = (ﬁv s , Vv } or togonal
[ 1 n . -
a.df- KVvy o st X v, =0 = X, =0 v,
n
Sea w = Zr <. v, = 0 i WES
i=1
| (w\vj) =.(Z°‘ivi§v'j) _; vjes
= ):O(i(vi\vj)
= o« _ .\ V.,
J(VJ‘\VJ)
(w\v,)
D) “vnz J J
J
. S es L.I.
! i 4 - o
OBS.: (1) Si dimV =n"y Sc V env.vigs cvy %= 0

| ’ 1 )
e'qtonces si S es ortogonal = # S g dimV

i

(2) Si wws c.d. de los vi€S entonces
: n (w \v. )
wos L i
=1 [lvg]®
8.39. PROP. Sea (V,K,(\)) un-e.p.i. vy
Fl= f 3'{1,‘. -, Yn % L.I. Entonces. se puede construir.
El= {Xl, .oy Xn } ortogonal «en V tal que
{Xl,. s er sea una base del subespacio.generado por )
f Y. .., Yr§ Vo=1,2,....,n
l .
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Dem.: Los vectores X se .obtendran por medlo de una constanc—

c10n conoc1da como Proceso de ORTOGONALIZACION DE GRAM-~ SCHMITD

{Pr

de

i

meré sea Xl = Yl

Los otros vectores estan entonces dados inductivamente

la siguiente forma:

| _
. Supongamos que;

Xl"”" Xm : lsmgn hayan sido elegidos'de mo-

do, que para cada Xr

| %Xl,..;, Xr f. s lgrgm
es|una base ortogohal para el subespacio de V gue es generado
porin,..., Yr.}
Para construir el vector X sea

; m+1

m (Y \ X_) . ' _
X | =Y . - 3 ntl LT x , (8-7)
m+l ~ Tm+l 2 r
r=1 “Xr“
En¢onc§s Xm+l =+ 0
y si 1ls3j«¢m entonces
m \ X -
. . 1 M'r :

(X \NX,) = (Y - 2 n (X_\ X.)

m+1 J m+l - ' r J

r=1 eruz
= (Yo g\ Xg) = (Y \KS)
=0 )

Por lo tanto {Xl,..., Xm+l} es un conjunto ortogonal que consta -
de m+l vector no nulos en el £{Y,,..., Y >
S _ 1 m+1

DEPARTAMENTO DE CAPACITACION 109,




CUMSO: . “ALGEBRA LIﬁﬁALﬁ

|
|
Z T e { Xl,..., Xm+l$ es una base de este subespac;o

OBS.: De (8-7) se construyen los vectores ortogonales, asi:

e -y (Y, \ X]) )
' : 2 2- 2 1
x| R
| (YN Xo) (Y \X,)
| 1%, e |
| ) , -
‘ . _ O YNX)) (Y4\X2) . (Y4\X3) ;
~ L Fo ' SN
; | ] e N
l _
1 f‘ 8.40. PROP. Sea (V,K,(\)) unie.p.i. y dimvv= n
entonces. ‘
1) Y tiene una base ortogonal
2)1 : V tiene una base ortonormal

4

Dem.:'f Sea E = {Vl,..., v ? base de V entonces mediante el
pr%ceéo de Gram-Schmidt se construye F =-{wl,..., W } .base

or%onQrmél de V.

w.
1

Hhwy |

Y haciendo nyo= v, obtenemos -
i G = MRyyeen, A % base ortonormal de V. -

OBS.: . El proceso de Gram-Schmidt puede usarse para determinar

la |independencia lineal de un 'conjunto de vectores. Ocupando
(8=7)-. -
Ejemplo 17: Sean Y, = (3,0,4), Y, = (-1,0,7), ¥,=(2,9,11)
i
! - E— . -
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en R con cl p.i. candnico.

(1) Encontremos una base ortogonal de R3 .
X; = (3,0,4)
Xy = (-1,0,7) - L2101 U3.0.0) (3 ¢ -y
. 25 '
= (-4,0,3)
X; = (2,9,11) - 22(3,0,4) - 22 (.4,0,3)
25 25 B
= (0, 9, 0)
SoE =103, 0,4, (~4,0,3), (0,9,0)}
(2)) Encontremos una base ortonormal de V.
P 2; (3,0,4) (-4,0,3) (0,9,0) }
V25 " Ves T /B
F.= ])( 30,4y (=% o 3 (0,’1,0)}'
5 5 5 '
- (3 Expresar (1,2,3) como c. . de la base E'. En general

sea (Vl,vz,v3)€!R3' entonces ocupamos (8-9) y tenemos:

' C3vy + dvy -4v, + 3v3.
2hV3) = X+ T —-X _
-+ 25 ©25 .9

v

(vl,

(1,2,3) = 2-(3,0,4) ¥ L (-4,0,3)+ 2 (0,9,0)
5 5 9 ‘
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OBS.: El proceso de Gram-Schmidt consiste en la aplicacion
repetlda de una operacion geometrlca basica llamada proyecc1on
&togonal. El método de la proyeccioén ortoqonal también apare
ct en forma natural en la solucién de un importante problema

de aproximacion,

Supéngase que W<V e.p.i. y sea X ¢V arbitrario. Bl

problema consiste en hallar uha mejor aproximacidn posible a x

pbr los vectores de W. Es'deqir se desea encontrar un vector
yle W tal que /[Ix-yll sea lo mads pequefia posible.
8.41. DEF. MEJOR APROXIMACION {(M.A.)
h Sean V un e.p.i. y W €V. Entonces una mejor a X €V
p%r vectores de W, es un vector xeW tal que;
|

Px-ylf = Alx-z ; V7 EW

OBS.: En el caso IR? o R se ve que una M.A. a x por vectores

d% W es un Y €W tal que;
|

(x-y) L w y debe ser unico
8.42. PROP. Sca  V oun e.p.i. y W&V , xeV, Enton
ces: '
(L) - YEW es una M.A. a x ==——> Xx-y es ortogeonal a todo
Z, ZeW
(2) Si existe una M.A., a x entonces es unica.
(3) 'Si dimW = M y - F = {wl,..., wo } base ortonormal
de W, entonces;
5 (x \w_)
= wr
AN
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Dém. :
[
|

i
i
|
|
OBS. :
!
{
i
|

es la Unica M.A. a x por vectores de W.

Se deja de ejercicio.

8.43. DEF. COMPLEMENTO ORTOGONAL (c.o.)

Sea V un e.p.i. Y Sc V. Entonces el complemento orto-

gonal de S es:

S“L =i vev / v es ortogonal a Y, Vy e S}

4. {O }

———
-
<
Il

4

fof = v
(2) Si y es M.A. a x entonces (x-y) € W+
8.44. PROP: Sea V un e.p.1., ScV. Entonces

s+ £V

Se deja de ejercicio.
8.45. DEF. PROYECCION ORTOGONAL . (p.o.)
Sea V un e.p.i. y W&V . Entonces si existe y una

M.A. a x entonces y se llama proyeccidn ortogenal de

X sobre W.

Si todo vector de V tiehe proyeccién ortogonal sobre W,
la aplicacidén que asigna a cada vector de V su proyec
cidn ortogonal sobre w, se llama proyeccidn ortogonal
de V sobre W. -

8.46. PROP. Sea V uh e.p.i. , WeV ,‘dim W=m vy
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f{ la proyeccidn ortogonal de V sobre W. Entonces la aplica-
cidn y/.. '

K X - fx

es| la proyeccidén ortogonal de V sobre Wt
. Dem.: Sea x €V arbitrario. Entonces

X —.f xgaw

Yy para ZeW'L se tiene. |

U Y/ =y)rx A+ (x-f)‘x—'z)

comoéxew 0% (x—éx - Z)eW

|lx-z|i2=‘”¢gnz +[f»—¢} ~ zW

,
zlfx—(x—ggx)”

X i({X- es la M.A. a x para vectores de wl

L

se; tiene

8.48. PROP. Sea V un e.p.i. vy W<V con dimW = m

y éila proyeccidn ortogonal de V sobre W.

EnFonces;
|

I ' - o
(1) é es una t.Q. idempotente de V en W

(2) wt

es el espacio nulo deAé-

(3) v=w@u ‘ | -

Dem. Se deja de ejercicio.
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; T es idempotente

8.49. PROP. Bajo las condiciones de la Prop. '8.48.

Se tiene que I - #:wes la proyeccién ortogonal de V en

Wiy ademéds I - ¢.es una t. 4. idempotente de V en WY con es=

paFio nulo igual a W.
Dem. : Se deja de~ejercicib.

El proceso de Gram-Schmidt nos permite estudiar - las

formas lineales sobre un e.p.i. y en partlcular aquellas que

preservan las estructuras: ‘geométricas del e. p.i.V.

En|efecto:
Sea V un e.p.i. v x €V'entonces definimos:

fx por

entbnces fxe\/

8.50. PROP. (Teorema de Riesz)

Sea V un e.p.i..con dimV = n. Entonces
. o
vEev dxev tal que f=f
Dem.: dimV = n =—— 3 E = {Vl; ceel, v, } base orto

" normal de V.,
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. * n .
" Sea fev y X = ) flv,) v,
: ; i’ 71
: i=1 x
entonces;

= £f(v,)
, S £ = f
X
8.51. PROP. (Adjunta de uno t..iﬂ_.)

Sea V un e.p.i. en dimV =n -y T€ Hom(V.V).

* N .
~Entci>nces J! T ¢ Hom{V,V) tal que

(Tviw) = (V\T* w) v, weVv

N .
Llamamos a T la adjunta de T.

Dem. : Fijemos w €V y consideremos la funcidn que;

, . *
V ———> (T vlw). Esta funcidn es un elemento de V

y por el Teorema de Riesz { x eV tal que;

£ (v) =.(v\x) = (T viw) Vvev
Defilnamos: T*(w) =X
y tenemos (T v\iw) = (v \T*w)' Yvv; wevVv
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* La unicidad es inmediata y la lineélidad de Tf se dejan
dej{ejercicio. o
8.52. Sea V un e.p.i. con dimV = n. Entonces:
1) (0. + 7)) =1 :
| 17Ty =T v T
* — *
2) (d’Tl) = o T
|
* * *
N ,
Dem.: (2) (vN (€ T) w) = ((eX T v\w)
= (T viw)
= d'UJ\T*vH
%
= (v T w)
*

.

(¢ T)* = T

(1) y (3) se dejan de ejercicio.
8.53. PROP. (Matriz Transpuesta Conjugada) i
- Sea V un e.p.i., dimV =n , E = fvl,..., Vi } base
| . .
ortonormal de V y Té&Hom(V,V) con [TﬂE = A = (aij)'
Entonces;
' B [T*J *
E = A
* —_— t . .
donde A = (aij)‘ la transpuesta conjugada. \
. n : o
Dem.: Tenemos T(v.) = a . vy *X\
E J i=1 L] %1
, by
Y T (v.) = Y Bij S
supongamos vy) = - /313 vy 4
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Entonces:
(Tv.\v.) = Zl"aijv \v.)
= i; aij(vl‘\vr)
I = a_ .
. I3
) ' *
Pero. (ngj\ v.) o= &vj\ T v.)
3 i
= (v.\ Xj poviL)
J 4=1" rk
n
=Y B (v.\v.,)
| fo Pra VN
= /gjr
) * — t
A = (aij)
8.54. DEF. O.,ﬂ . ORTOGONAL Y UNITARIO
Sea V un e.p.i. Entonces Te&Hom(V,V) tal gue; .
I : o
(Tv\Tw) = (v\w) Vv, weV se llama:
l) Ortogonal si K = R
}
2) Unitario si K = C
|i - .
OBS.: Usaremos unitario en ambos casos.
‘ 8.55. PROP. Sea V un'e.p.i. 'Entdnces;-
L.
| _
11 El conjunto de los o./g. unitarios forman un subgrupo -
del grupo lineal general.
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2))- T es unitario ¢&=—= T =T

Dem.: Se deja de ejercicio.

' 8.56. PROP. Sea V un e.p.i. con dimV = n vy,

_ i . E = fvl,..;, vn} base ortonormal de V. Sea T&Hom(V,V)
Eptonces:'
‘ T es unitario ey F = {T M RREREY T vn} es base orto
| ) == 2
1 normal de V.
Dém.: ( === ) p.d. que F es base ortonormal de V.
—_— : -
(Tv;\NTvy) = (vi\ vy = [
. F = iT Viseero, Ty t es ortogonal:
Entonces F es L.T. por lo tanto I es base de V.

(|&=== ) Se deja de ejercicio.

Ahora queremos mostrar que todo operador unitario T

tiene una matriz muy simple (por ejemplo una diagonal) con res-
pecto a alguna base ortonormal. De hecho, esto se puede esta-

blecer para una clase mas amplia de operadores.

8.57. DEF. o.A. NORMAL 7
Sea V un e.p.i. y T&Hom(V,6V). Entbnces diremos que
T les normal si,
. * *
T T =TT
DEPARTAMENTO DE CAPACITACION - - ' 209. y




CURSO: "ALGEBRA LINEAL®"
OBS. : (1) Los operadores unitarios son normales
- ' o *
(2) Si Te€Hom(V,V) tal que T = T entonces T es
normal. 4
8.58. . DEF. o.A . Simétricos, Hermitiano (autoadjun
to).
*
Sea V un e.p.i. y Te€ Hom(V,V). Entonces si T =T
se llama: ' ' '
(1) Simétrico si K = IR
(2) Hermitiano si K = C

Usaremos el término autoadjunto en ambos casos. .

| 8.59. PROP. Sea V un e.p.i. y TE€ Hom(V,V) auto-

- .
adjunto. Entonces todos los valores propios de T son reales.

(2) Si v y w son vectores propios de T correspond;entes a:
valores propios diferentes entonces:
vlw
Dem. : (1) Supongamos- Tv = Av , v 5% 0
C. (viv) = (Aviv)
= Ury\vd
*
= (v\T v)
= (v Tv)
= (v\Av)
= A (v\v) B
| :.R:}l :ﬂC}R
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{

o
|
C

f

{
B

D

T
t
i

(w i

|
T
|
K
t

D

€

2) Se deja de ejercicio.

8.60. PROP. Sea V un e.p.i. y TeHom(V,6V) normal.

ntonces si ve&€YV, K, se tiene que v es vector propio de T
orrespondiente al valor propio === VvV es un vector pro-

*
io de T correspondiente al valor propio de

em. : Se deja d eejercicio.

0BS.: Notar que T -« I, es un operador normal.

8.61. PROP. Sea V un e.p.i. con dimV.=n vy

€ Hom(V,V).! E una  base ortonormal de V tal que [TJE es

riangular. Entonces,

T es normal. &= [TﬂE es diagonal

em. : Se deja de ejercicio

8.62. PROP. Sea V un e.p.i. con dimV = n

€ Hom(V,V) normal, tal que todos sus valores propios estdn en
Entonces existe E base ortonormal de V tal que [Tl: ©oes

riangular.

em. : Se deja de ejercicio

' 8.63. PROP. (Matriz Unitaria)

Sea’A oA{nxn(k? tal que todos sus valores propios estan

n K. Entonces existe una matriz unitaria tal que,

-

*
U AU es triangular
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Diremos que U es unitaria si u* = Ufl

Dem. : Se deja de ejercicio
8.64.' {Teorema Espectrgl para o. 4. Normalés) _
Sea V un e.p.i. con dimV =-n,‘ T\eHom(V,V). Entonéés

si T es normal y todds sus valores propios estdn en K tenemos

gue existe una base ortonormal E de V tal que,
!

\i& es diagonal
em. : Se sigue de las Prop. 8.62, 8.63.

?

v

8.65. 'PROP, Si A 0/%nxn(k) es - normal-y tiene todos
sus valores propios en K. ’ '

Entonces existe P %ﬂénxn unitaria tal que P_l'A P es diagonal

.Dem.: Se deja de ejercicio .
F -
Ejemplo: ° Sea )
. 1 2
A = en R3x3
3 1 2
Tgnemos que;
| ¢ ' .
(ﬁ) A" = A y A es auto adjunta
(f) Luego todos sus valores propios estan en R.
(3) Los vectores propios de A son ortogonales.
(4) A tiene 3 vectores propios L.I. -

buscamos una matriz, P ortogonal tal que P_l AP sea

diagonal.
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Faré

Encontremos primeramente los valores propios de A.

f(A)
f(A)

A-6) (3 -=22)

0

a;

Ay
n,
"\

‘/_1
f

c. hj_é R y son todos diferentes

Por el capitulo 7 sabemos que A es diagonaliiable.

1/J3
1/ V3

173

My

mmm—— M. = ((l,l,l)>
ﬂl

sy f\‘}:‘ = 4(-2 + \/in: .l, 1= ‘/‘3')>
2

=y, Mﬂ = <(-2 —‘/—5-: l, l+\/_;)>
3 . : , ,

= L (1,1,1)

V3
- S (-2+J3,1,1-J3)
- V12-6 /3 |

L (-2 -J31.1 +
J1246 (3

(—24+ /) (24 V3

1/ 1/
(1- V3) / (1+V3)/
1 0 o
0 V3 o
0 0 -3
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(1)

b) (X\Y¥)

8.66. EJERCICIOS PROPUESTOS.

Hacer las demostraciones y ejercicios pendientes.

Aplicar el proceéo de Gram-Schmidt a la base de R?® con .

el p.i. candnico.

b0, (1,0,-1), (0,3,4) ¢
Sea V = jP(x)/ grad P(x) £ 2 }.con el p.i.-
(f/g) =£ tg

Encuentre una base ortonormal de la base candnica de V.

Pruebe que T es ortogonal <&—— preserva la norma

' ) . : '
Sea (V,K,(\)) e.p.i. Para cada par x,y € V.se define .

xey = 2{x\y)

demuestre x y define un p.i. en V.

Son p.i. en (R? 1lo siguiente?

a) (X\Y)

X ¥y

X Y, + XYy,

;)'(X\Y) 20X Y] + X,¥,)

1 272

\

059

g
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:APLICACIONES

En la introduccidn se expresa la importancia que tenia

el estudio del algebra lineal.

Las diferentes ciencias utilizan los conceptos o herra-

mientas que se'apoyan en el algebra lineal.

Veremos algunas aplicaciones sin profundizar ni presen
tar el marco tedrico correspondiente ya que escapa al propdsi-
to del apunte, Estos se veran en las diferenteeramas como
son por ejemplo la Investigacidn Operacional, - Andlsis, etc.

]

A Calculo:

Sea T =D  tal que
i BN [x] —— " [1]
f —  f!

entonces D es una t. L.

Sea T - tal que.
1 Bl —— £ ]
. X :
il r—~——————->/ £ 7o xel
. :

T es una t. 2.

B. Sistema de Ecuaciones Lineales:

El sistema Ax = B donde
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AE ' %ff
ﬂnxmm coxell Loo0 B px1 ()

se resuelve haciendo uso de la ecuacidn de operadores

Tx = ¥%

Esto se tratd en el Capitulo 6.

“C| Operadores Diferencialles Lineales.
9.1, DEF. OPERADOR DIFERENCIAL
|
Una t.zz. , L. tal que

v F o g m

es un operador diferencial lineal de orden n sobre el interva-
} .

lo I si puede expresarse en la forma

L = an(x)Dn+— ...... + al(x)D + aQ(x)

donde los coeficientes ai(x) son continuos en I,

n .
(2) Y se tiene que lla imagen de f en %? (I) es:

[L’(f)] (x) = anan(x) +ee. + al(x)IDf + ao(x)f

Ejemplo 1: XD* + 3/%X D

I
o]

es un o.d.?. de orden| 2 en [O,GJ

D. Ecuaciones Diferenciales Lineales,
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DEF. ECUACION DIFERENCIAL

Una ecuacidn diferencial lineal de orden n en un inter-

valo I es, por definicidn, una ecuacidén con operadores de la

foLma

| Ly = hi{x)

t ) . R
donde h es continua en I y L es un o.d./e. de orden n en I.

(2) Si h es identicamente cero en I, entonces se tiene

o §

lal ecuacidén homogénea

(3) Si el coeficiente principal de L no se anula en I,

enFonces se llama ecuacidn normal.

. La solucidén de Ly = h(x) se encuentra, segun lo visto
enjel capitulo 54, analizando Ly = 0 asi

i LG = Yp‘+ YH
do?de o es una solucidn particular de Ly = h(x)
Ejemplo 2: " Si (D2 4+ D)Y = x ‘ .

|i : e
entonces;

| Y =X

P
(D2 + D)Y = 0 tiene la solucidn
Y, = Cl senx + C, COs X
[
. Yg = X +‘Clsenx + C2 cos x
& DEPARTAMENTO DE CAPACITACION - | a1
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3. PROP. El espacio solucidn de la ecuacidn diferencial

es

E]

lineal homogénea normal de orden n, en el intervalol

an(x)p Y + ..., ao(x)Y =0
n
un subespacio n-dimensional de ﬁ? (1)
§
emplo 3+ =0

D2y -Y

Su : espacio solucidn es un subespacio de dimensidn 2

ﬂ?(-a), @)

X
Yl(x)

e

Luego ,forman una base para el espacio solucidn de la

gu

echacién
| X - X ?V . . .
e’ , e base del espacio solucion
. X -X
Y = Cle + C2e
es|la solucidn de la ecuacidn.
| ) ) :
9.4. PROP. Sean Yl(x),vwx.., Yn(x) funciones en k?(l)
derivables hasta el ofden n-1" en I.
Si| ¥ xoeﬁr-los vectores
n-1 . o
(Y. (x )}, Y!(x),...., Y. {x ) con i=T1, , n
i "o’ i "o 1 6]
son L.I. —= Yl(x),...., Yn(x) son L.L.
. X X X i '
Ejemplo 4: i e’, xe , x*e g es L.I. un t?(-an<b) va
| ,
¢ six =0 tenemos, aplicando 9.4.,

&
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! f(l,l,l),to,i,zy,(o,o,Z)( es L.I.

9.5. DEF. WRONSKIANO

Sean Yl"""

defline el Wronskiano por

- n-1
Y ~ funciones en k? (I) entonces se

Y (X).o.oo... Yn(x)
o . Yr(X)Y.ouoo.. Y' (x)
. n
W [yl(x),..., Yn(x)J - det | (9-1)
' - SRR O B vy ()
1 n
(2) Para cada x€TI (9-1) define una funcién en I con

vallores reales.

: i eEM - : ) : . }
QEEEe-. St oA d%vnxn entonces det(A) %= 0 ssi sus columnas

. n
son L.I. al considerarlas como vectores de K . Luego tenemos

la siguienté Prop.

' n-1
9.6|. PROP, Sean Yl""' Y. (= ﬁ? (I). Entonces
Y ¥y, ..., Y son L.I. ssi W [Yl,.., Yn} 4 0
Ejemplo 5: - féx, e“x} son L.I. enéf(l)
. X ~X
X —x e e :
W [e , € J = det = -2
X -X
e -e
9.7k PROP. Un conjﬁnto de soluciones de una ecuacidn

difLrencial lineal homogénea normal, de orden n es L.I. en
C(I) y por lo tanto una base para el espacio solucidén de la

echcion ssi su Wronskiano es no nulo en I.
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OBS.: Al resolver (Dn;mn an”l-r...-h .:ud) Y = 0 podenos
I -

factorizar el o.d. £ ‘en factores lineales y cuadraticos, por

1d visto en el capitulo 4 y aplicar 9.7y 9.8.

9.|8. PROP. La ecuacidn (D* + a, D + ao)y = 0

Tiene las soluciones:

Si (D-« D -~ p)y'=0 entonces

. : " o< X o X
(1) Sld(=/3€lR == Y = Cje " +Cyxe
(2) Sid B, —= v=C e ¥ 4c,el
(3) six ,pBec con
L = a-+ bi 7 P =a-bi entonces

y = 2% (C, cosbx + C, senbx)

Ej!emplo 6: - Si (D7 - 2D5'+ D3) y =0 entonces
' 2
(0 - 20+ 03y = DS (D-1) (D41)y = 0
'y =¢C + Cox + Cox2 + (C,+Cox)e™ & (C, + Cx) & %
’ 1 27 3 4775 6 o7
OBS.: El espacio nulo del operador
(1 (D- « )m. contiene las funciones
« x < X ' m-1  ax
€ H X e yeee, X e
. m
(2) [Dz - 2aD + (a?z + b? )] contiene a
eaxsenbxl, x e senbx,...., xmﬁl eaxsenbx,
e cosbx, xe Fcosbx,.... xm_leaxcosbx.

’
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inftervienen ecuaciones diferenciales lineales se puede hacer

uso pleno del concepto de operador lineal y de su inverso.

estos efectos, esto se logra estudiando el operador integrar&f '

~conocido como el transformador de Laplace.

consideremos

donde s es una varliable real.

se|define la transformacidn lineal llamada transformada de La-

pl?ce de f y se denota por;

La transformada de Lapiace.

En la resolucidn de problemas de valor inicial en  gue
Desarrollando técnicas extremadamente eficientes para

Sea f(t) una funcidn de valor real definida en[o,qﬂ y
@

j[ e_Sﬁ f(t)dt

0

Si f es tal que ésta integral es.convergente entonces

'J?[f] (s)

a & R entonces

.
'

Ejemplo 7: si £(t) = cosat

I [fJ (s) = i(cosat)(s)

® -5t
= // e cosatdt

0
= 2 en (0,®)
52 4+ a?
F. Sistema:de Ecuaciones Diferenciales.
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9.9. DEF. Sistema de Ecuacidén Diferencial.

1) "Un sistema de m ecuaciones diferenciales con n varia
blles es de la forma:

donde Lij son 0.d. 4. en'I y Xj son funciones de t y hi(t) son

continuos en I.

)

2) La notacidn matricial es:

3) También se escribe el sistema en la forma-

LX = H(t)
4) Si H(t) = 0 se tiene un sistema homogéneo
OBS.:: Para resolucidn de un 51stema podemos ocupar lo visto

aAterlormente 0 usar el Capltulo 7 (auto valores).

Eijemplo 8: Sea el sistema de coeficientes constantes

(Z—D)Xl- XZ =0
2Xl + (D—l)x2 = 0

DEPARTAMENTO OF CAPACITAGION o222




"ALGEBRA LINEAL™"

entonces tenemos:

2-D -1 X, 0
2 D-1 X, 0
Luego : 2-D -1 o 2-D -1 l
ny
2 © p-1 0 D¢(D-3)
2-D -1 Xy 0
0 D(D-3) X, 0
(2-D)X)-X, = 0
X. = C 4C. e3¢
D(D-3)X,= 0 2 - V1t-2 €
h : . C
Xl = - - CZ e3t
2

lal solucidn general del sistema es:

‘1 3t
X(t) = 2

Cl + C, e

OBS. : El método de los valores propios (Capitulo 7) es parti-
! . - . ) .
cularmente adecuado para la resolucion de un sistema nxn .de

ecuaciones diferenciales de primer orden con coéeficientes cons
tantes.

Sea el sistema X' = AX (9—2)‘

donde AeJ%nxn
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| .
1
{
9.10. PROP, Si A tiene n valores probios reales ditferentes
AL ..o, A y Eﬁ yee-, E son vectores propios correspohdien-
1 n 1 ﬂn =
tf a los Zi. Entonces la solucidén general del sistema AX = X'
es ﬂlt , ?\nt
X(t) = C,E e +.... + C_ E_ e
1 al : n an

| 2) Si A es matriz real vy Bh €s un vector propio aso

ciado al valor propioc A = a + b, de A. Entonces
At - At . . S
Eh e y ~E71 e son soluciones de las ecuaciones X'=AX
Ejemplo 9: Sea el sistema
Lo e L
l Xl—Xl+3X2
X! = Xl - X2 -
entonces Xi » 1 3 » Xl
Xé 1 -1 X2
y £(A) = det(A- AI) = 2 - 4
F(A) = 0 === AL =2, A, = -2
ara y = @ 2 == v, = E, = (3,1)
PEra )22 —2 _..—..x; V2 = E 2 = (...l'l)
s

X(t) = ClEZ e + C,E e

DEPARTAMENTO DE CAPACITACION - Al 224




CURSO: . “"ALGEBRA LINEAL?"
2t -t
/_3C1 - Ge
2¢ -2t
Cle + C2e
Ejemplo 10: Sea el sistema
X} U 1
X! 1 0 X2
) :
f(A) = 7\ + 1 “-::-'_—.9 7|l=1 , 7}2=-1
Para A = i —_— E, = (i, 1)
: E . = (-i,1) ’
-1 !
la solucidn general es:
X(L) = Cy X (t) + cé X, ()
:<_Cl sent - C, cos t>l
Cl cos t - C2 sen t
OBS.: Si A = a + bi y E5 su vector propio asociado. En-
tonces, son soluciones de X' = AX, las
at ~ i . ‘
Xl(t) = e [Gh cosbt + Hy senbt]
.at ' '
X,(t) = e [1-171 cosbt—G?‘ senbt]
E, + E i(EL -~ E,)
donde G = 2 0 y H = 2 A
_ n 2 n 2
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G. Aproximaciones:

El conocimiento de los espacios con producto interno,
nos permiten tener aplicaciones en geometria vectorial (por
ejemplo distancia de un punto a un plano, proyecciones), en
Andlisis en el céalculo de los coeficientes de Fourier y en la

teoria de errores.

Veamos algo sobre lo ultimo.

En 1la téoria de errores, el problema puéde describirse
mé&s suscintamente como la interpretacidn apropiada de datos
experimentales. Veamos una simple ilustracidn.

'

Se desga determinar el valor de una constante fis}ca C
(el peso especifico de una sustancia) y se dispone de un méto-
do experimental para la medicidn de C. Entonces" se efectia
l,..,Xn
de C. El problema es encontrar la "mejor aproximacidn" a C,

el experimento n veces y se obtienen las estimaciones X

disponible de los datos experimentales.

Para hacerlo se toman las n medidas experimentales como

un vector X= (Xl,.., xn)e.:R” .y sea Y = (1,...,1) tal que,
CY = (C,..., C)
Interpretamos el término '"mejor aproximacidn" como

distancia en R" y si C' es esta aproximacién, debe escogerse
de manera que da(cr v, Xx)< &

es decir C' se determina por la exigencia que C'Y sea la

prdeccién perpendiCular de X:sobre el subespacio generado por
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Pero por el Capitulo 8 tenemos
c'y
que la proyecciodon es : ey
- ‘ : /{ N
,( \
. # \
: \
. (X\Y) Yy =
Y X
(Y \Y)
luego . Y = (1,1)
Xl+ ..... + xn

cr o= XX o ‘ S (9-4)

Generalizando apropiadamente, el método anterior dara

aproximaciones tanto a vectores como a escalares.

L

Sea C = (Cl, C2)€ R?2 y en conjunto mediciones
Xl = (Xll' X12)' ..... , Xn(an, an)
de C. ~Deseamos encontrar la mejor aproximacion a C' = (Ci,Cé)

usando los Xi de C consideremos el vector.

XK= (Xgp0 Xopeeeen Xppo Xypueeoy X o) ER o
y Yl‘ Y2 e r*" vectores ortogonales tales que

Yl = (l,..., 1, 0,..., O) n veces 1

Y2 = (Or ’ Or l! y ‘!)

Tomando Ci, Cé tales que Ci Yl + C2 Y2

cién perpendicular de X sobre el subespacio generado por Yl e

sea la proyec-

Y,. Luego X - (ClYl + C2Y2) debe ser perpendicular a Y,

YZ‘ entonces,
XY , XeY

L Yev., o : Y, Y,

DEPARTAMENTO DE CAPACITACION
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’ | Xy +eeene + X | X o Heenes X,
Cl = y C, =
n ! n
y C' = L (X, + + X ) (9-5)
. g e n

. 2 .o '
Se caracteriza como el vector en [R® gue sea minima 'la

cantidad

Ef: l\X; Sl - | (9-6)
i1 |

En general, n determinaciones experimentales Xl"" Xn

: n . .
de un vector .C en iR puede manejarse de la misma forma.

Un problema afin de este tipo ocurre cuando se da un
escalar, y, que depende de otro escalar, X, esto es, Y = CX, y

’

se intenta determinar el valor de C experimentalmente (despla-

zamiento de un resorte). En este caso el experimento produce
los valores Xl""' Xn de X y los valores correspondientes
Yl,..., Yn para Y que pueden disponerse como un sistema de ' n

ecuaciones y una unica variable C.

Y, = CX

1 1
Yo = CXp

5 (9-7)
Y = CX

n n

El problema es determinar la méjor aproximacién para'C

proporcionada por estos datos.

. n
Consideremos los vectores en R . -

OEPARTAMENTO DE CAPAGITACION
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. Se trata de encontrar el escalar C' tal gue el vector
C'X en el subespacio generado por X esté lo mas cerca de Y. So
debe escoger C' tal gue la longitud del vector C' X-Y sea peque

fia. Es decir C' debe reducir al minimo la cantidad.

Nerx - vIl®

pero,
lcrx-v|® = (crx-v)-(c' x-Y)

, :
(9-10)

n
= ) (C'X, - Y.
i=1 . .

entonces la mejor aproximacidn a C es el escalar que reduce al

minimo la suma (9-10).

Este método de aproximacidn es llamado el método de los

MINIMOS CUADRADOS, y para calcular C' explicitamente tenemos

que; '
C' X-Y _.L X = (C‘X..Y).X = 0 :
s = XX
XX
X. Y. + .... + XY .
cr = 1 , hn (9.11)
2 2 .
| Xl + .. o+ X .
Ejemplo : Encontrar la M.A. a C obtenible de
2 =C 5 = 4cC
= 3C 6 = 6C
Sol.: X =7(1,3,4,6) ,.Y = (2,2,5,6) :
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Xey 2 + 6 + 20 + 36 32
X*X 1 + 9 + 16 + 36 31

Este tipo de aproximacién, surge a menudo como -un

problema de ajustar una curva.

Es decir se pide encontrar una ' p
recta Y=C'X que pase por el ori
gen que mejor acomode los puntos
(xll Yl)a"‘l (an Yn)

El método de solucidn es
designar poFuAi = C'X,~Y, y lue-

"go elegir C' tal que la suma de

los cuadrados de los A ; sea mi-

v

nima.

Pero esta suma es justamente la cantidad dada en (9-10)

y el problema es idéntico al resuelto antes.

Veamos ei caso general en que un .escalar, Y, es c.:£ .
de los escalares X,,..., X _.
1 m°
Y = clxl + ... + mem

Se hacen n experimentos. (n >m) y el experimento i'ha

dado xil""" Xim e Yi para Xl,...! Xm, Y. Es decir te-
nemos el sistema
Yl = Clxll + . +melm |
Yn = Clxnl +.... +menm
|
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El problema es encontrar los Ci,..., C% para los Ci que

aproximan los ijij a los Yi lo méas posible.

En efecto consideremos los vectores:

?1 = (Xll, Xoqreess xnlx
Xn = (le' ..... , xnm)
Y = (Yl" ’AYn)
n i
W = <.Xl,. , Xm> £ R

y f Kyoooo, X } base de W
Los Ci" se eligen de manera que el vector’

Clxl +..0. + mem

sea la proyeccidén perpendicular de Y sobre W. Asi, .los Ci de-

ben minimizar la longitud deél vector

(C xl +.onn f cmxm) - Y

1
n —
. , _
es decir a Z;l‘;(cl Xpqg # oeee + CpXi) Yi] o
En la practica, los Ci se determinan a partir de las rg

laciones de ortogonalidad.

'[(Cixl +....-hC$Xm)—YJ . Xi = Q « 1= 1,... m

que nos dan el sistema

(X+X))Cy +. + (XrX ) C = XY

(%2 Xl Cl + -+ (XZ'X ) Cr = X2 Y

(X *X)) € #.oook (XX )C' = X .Y |
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en las m variables Ci Ly, Cé. Estas ecuaciones se llaman

Ecuaciones Normales para la aproximacidn en cuestidn.

H. PROGRAMACION MATEMATICA (P.M.)

En muchos problemas de decisidn, las alfernativas posi-
bles y criterios de evaluacidén pueden ser razonablemente formu-
. lados en términos de un modelo matematico. Que permiten, en
forma mas facil, derivar reglas que permitan determinar las
dicisiones mds convenientes, como asimismo evaluar la inciden-
cia que sobre estas decisiones pueden tener variaciones en
~algunos de los factores considerados.
’ .

Dentro de estos modelos matemdticos, la Programaciodn
Matemdtica ocupa un lugar profesional. La P.M. estd generalheg.
te asociada con decisiones de corto plazo, en que las decisio-
nes posibles estén‘réstringidas y ésto se debe seleccionarse de

modo que maximice o minimice un criterio de evaluacidén tnico.

Formalmente, en un problema de P.M. se trata de determi

nar el vector X© = (Xl,..., Xn) € X, xean, maximice una fun-
cidén mateméatica. f(Xl,..., Xn) que sintetice el objetivo de la
decisidén. Es decir debemos resolver el problema.
 Max f(Xl,..., Xn)
en gue xt = (Xl,..., Xn) € X cRrR"
o bien;
Max f(X)
xe X

El set X se llama set de oportunidades y f(x) funcidn

objetivo.
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Dos importantes casos especlales de P.M, lo contituyeh

"la Programacidn No Lineal y la Programacidn Lineal.

En el primero, el set de oportunidades (o de decisiones)
posibles X esta caracterizado por:

X = ix / gi{x)<b ; x320 5

en que
?l (Xl,. , X ) ?l
gix) = | . Pbo=
: | ;
9 (Xl, ., Xn)' m
La P.L. es en realidad un caso particular de la P.N.L.
en el cual la funcidn objelivo ((x) y las funciones gi(x) S0n
lineales. - '

Estudiaremos como resolver un problema de P.L. pero,

solamente abarcaremos una pequefia introduccién a la P.L. (esta
I

parte se desarrollarad en clase) y un verdadero estudio de 'la

P.L. se aborda en el curso de la Investigacidn Operacional.

Desde el punto de vista de la programacidn matemétiéa,,

el problema de P.L. puede formularse como:

Max Cl Xl +... + Cn Xn ;
S.a
allxl +.... +;alnxn < bl
<
aml Xl'+ "T-amn n bm
X170, ..., X %0 L
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CURSO: "ALGEBRA LINEAL"

o bien:
Max C X

s.a. AX<Db
X >0 |

Veremos un ejemplo gque nos permitird visualizar una

solucidn grafica del problema y para luego analizar en clase un

- algoritmo de solucién llamado Método Simplex, como también en

Analisis de sensibilidad.

Ejemplo: Un taller puede fabricar dos productos difgrén-
tes utilizando tres tipos de maquinas. El problema consiste én
planificar la produccién del taller en el corto plazo (por ej.
semanal). Supongamos que el objetivo es escoger la produccidn

mensual gue maximice las utilidades netas.

El proceso dé fabricacidén puede describirse de la mane-
ra siguiente. Ambos productos requieren de las 3 maquinas,

siendo imposible utilizar la misma mdguina simultdneamente para

la elaboracién de los dos productos. Y se tiene la siguiente .

tabla gue muestra las horas disponibles de cada magquina y las

horas requeridas por cada producto.

Maqg. Prod. 1. Prod. 2 Horas/Semana
1 2 1 70
2 1 1 , 40
3 1 3 90
Precio unitario 70 120

Costo Unitario 30 60 L S

Formulemos el problema mediante un modelo matematico.
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CURSO: ‘ "A{JGEI3RA LINEAL®"

Sea » X, Producciéﬁ semanal de producto 1.

X, i Produccidn semanal de producto é.
Max B =-4oxl + 60X2
S.a.. ZXl + X2 £ 70 (1)

Xl + X2 < 40 (2)
X, + 3X,<90 (3)
th 0 (4)
X, 20 (5)

tes planes de produccidn (poligono OABCD)

VB = ( — , —=) = (40,60)

X : El set de. oportunidades corresponde a los diferen-

IX, X,
X' = (15,25) >Solucién o programa de prodﬁccién
B = § 2.100
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