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no'.’.la menos importante,

un .

el estu—En relacion
de

3 .DEPARTAMENTO DE CAPACITACION

I J

I

J

Fisica, Inge.- 
los modelos

a los reguisitos de este curso, 
diante debe tener unicierto dominio de algunos conceptos

INTRODUCCION

Dentro de .los campos de. la Matenratica, 
nieria, Economia, por nombrar algunas ciencias, 
matematicos lineales han 1-leqado a. jucjar un papel de mucha im 
portancia. De aqui la necesidad que se tiene de estar.al tan 
to de los fundamentos del Algebra Lineal.

■Este es uno de los volumenes y se preparan otros. . 
Es con una inmensa satisfaccion como vemos cumplirse- 

en el largo proceso

Mi intencion no es' dar una acabada teoria de esta ra-

aplicacion de ella a

esta nueva etapa, 
que estamos desarrollando.

El Departamento de Ciencias Basicas de la Facultad de 
- Ingenierla, consciente de la" falencia de libros y como una for 
ma de lograr un mejor nivel de aprendizaje, se ha propuestoes 
-cr-ibir apuntes . de -cl-ase- que-s-i-rvan de base para -el-desarrollo 
de las diferentes asignaturas que debe impartir tanto en las 
cameras de Ingenierla Civil, Ingenieria de Ejecucion y Tecni^ 
co Universitario.

ma de las matematicas, sino que mas bien una primera informa- 
cion de ella, que entre otras cosas ilustrara al estudiante y 
lo dejara .en condiciones de seguir sin mayores dificultades , 
cualquier curso de - Algebra Lineal o 
nivel'-'.de post-grado.
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y

antes de definir

i

.1

4 .DEPARTAMENTO DE CAPACITACION

J

se presentan algunos conceptos prelimina- 
una forma de tener pre--^ 
Algunos de estos concep

matematicas basicas tales como estructur-as algebraicas, homor- 
2 3morfismo de estructuras, vectores geometricos de IR y IR .

En el primer panto de este volumen, 
espacio vectorial, 
res sin mayores demostraciones, como 
sente algunos de los pre -reguisitos. 
tos desarrollan ppsteriormente en este apunte.
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1.- ESPACIO VECTORIAL-

1.1. DEF.

Se llama operacionno
tai★

que

A X A-★

{1.2}Sea A=Ejemplo 1. y
★ * A

17.* 1: i

?) —
2? * 1

2 2

{1.2}b. i.sobreEntonces una 0»
OBS. SI "k una

1. 2. DEF .

Se llama opera?
toda Apli—

eacion o
Ao ->

=E~jemplo 22- SEan A , K y
1AD

1

OEPARTAMENTO DE CAPACITACION 5.

1
’ ■ 1

1*2

[

2;
1

: ^A x

Sea A un conjunto no vacio. 
binaria interna sobre X a toda aplicacion

K a

1 A'

definida por

S£an A y K conjuntosnb vacios.
cion binaria .externa sobre A 

tai.que •

Definida por

con operadpres en

OPERACION BINARIA EXTERNA (o. b» e.)

es una o4 b i, sobre X, tambien se 
e's-una l'ey_,de comoosicion interna

2 *

K2.x A

dice que * 
(1 ,c, i.)

K x A

OPERACION BINARIA INTERNA (o, b. i)

1 o -2% = C2‘ ■ . / *
□ 4 '= 4

'*(63
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Entbnces  es una
Obs. -

una

1.3.- CERRADODEF .

oi.b.i,sobre A entoncesSea & una
sipecto de *

Z € AY.X, Y € A
CONMUTATIVIDAD-ASOCIATIVIDAD1.4.- DEF.

Sea ★ una
.1) dice que★ se

Y X

2) * que
(Y*Z )=> X *

..1.5.- DIS T RIBLJTIVIDADDEF .
★o.b.i. sobre A entones.SEan ★ es:y 

1) Distrlbutiva por la izquierda respect© de  ssi
(X*Y) (X*Z):> X* (Y  Z )V X , Z , £ A

ssi:Distributiva.’i por la derecha resp.ecto de.2)
(Z*X)-> (YaZ) * X-= ' f Y^X ) □V X,Y,Z, e A

3)

Eiemplo 3.- * y aSEan A

A 0 10 1*
0 p 100 0

01 1 1'0 1

DEPARTAMENTO DE CAPACITACION 6.

= (o,-!} y las operaciones binarias
• definidas por las siguiuentes tablas:

V X , Y £ A
/ *es asociativa ssi

Distrlbutiva respecto de o 
quierda y derecha

se dice que

se dice

se dice que A es cerrado res

^X *

o.b.i. sobre A entonces
es conmutativa ssi*.1

ssi es distrlbutiva por la iz-

V X , Y, z, e A

Y *

:> X *

(X*Y)* Z

o.b.e, sobre { 2,4^
Si  es una o.b.e. sobre A, tambien se dice que O es 

ley de composicion externa. (1. c . e. )
una o.b.e.
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ve claramente que:Entonces de las tablas se

1) y
Per ejemplo 1 0 1★

2) son asociativa y conmutativas★ y a
Por ejemplo

0*11 0 0★
1

3) ★ a A

0). A (1

1. 6. DEF .

Sea
men to;

ssi★a
XXe

2) ssi★a
XX e

3) Elemento neutro en A respecto de ssi es neutro izquier-*
decir ss.ido y neutro derecho; es

V X C A X = X★

Para la operacion. Ejemplo 4.~ del ejemplo 3★

1*0 0*1 =0 = 1e
1*1 = 1*1 =1

ELEMENTO INVERSO (e.i.)1.17.- DEF .

una o. b. i . Entonces diremos que C ASea ★ sobre A.
elemento:

DEPARTAMENTO DE CAPACITACION 7.

J

ELEMENTO NEUTRO (e.n.)

Neutro derecho en A con respecto 
V X € Av:.=

es distributiva con respecto 
Por ejemplo

X-1

1) Neutro izquierdo
V X € A => e *

Entonces diremos que

es un

A es cerrado respecto de *

1 *

. .
^V£^ARIO

en A .con respecto

e € A es un ele

0 A -1 = 1 A 0.
(0*1)= (1*0)

1 *

se tiene:

una o.b.i sobre A.

(0 A 1) = (1 * * 1)

* 1

X * e = e
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Inverse Izquierdo de X£a respecto de. 1)

X e

ssi

e

3) ★ e

e

= (R y definamos.. la dperacionEjemplo 5-r Sea A

Y = X • Y
donde •• es

Entonces tenemos:

cerrado respecto de1) *

X, Y £ A Y = X • Y 6A

2) ★

X, Y € A X* YY
= Y‘X

Y*X

en

3) es asociativa

X,Y,Z € A Y) (X • Y)
2

(Y • 2)
Z)

4) Elemento neutro, e

V X €. A

OEPARTAMENTO DE CAPACITACION 8.

J

= (X • y) •
= X • (Y • Z)

Recordemos que la multiplicacion • en IR es conmutativa, 
asociativa y distributiva respecto de la +:

X. *

■ X 1*.

con X , Y €. A
la multiplicacion usual en fR

2) Inverse derecho de X GA respecto de * 
X-1

X *

X *

*• eh A por

e = e

es conmutativa

ssi es un inverse derecho

A es

X *

(Y *

(X *

X *

= X *
= X *

* z

X * X * X

* X ,= X

* ssi

* Z

Inverse de X£A respecto de 
inverse Izquierdo, es decir ssi:

’ . X-1
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X

5)

cada X G. A*X = 1

GRUPO.1.8.DEF.

en G-. En ton. ★Sea un
ces

★

2.- ★
todo X€G

= IR y definamos la operacion ★Ejemplo. 7. - Sea G

Y =
)Entonces por el ejemplo 6 es un grupo

DEF. GRUPO ABELIANO1. S
ademas- se ★es

grupoes un grupo
abeliano.

El grupo (G,Ejemplo 8.

Ejemplo 9.

PROP. Sea (G, Entonces.1.10.- un grupo.

1)
ee

3! tai que€ G2)
X

c OEPARTAMENTO DE CAPACITACION 9 .•

1
X’

3. - Existe element© neutro para
4. - Para -cada--X6G existe-elemento-inverso

★ 
(Q ,

(G,*

1.- G es cerrado respecto de. 
es as.ociativa

* )

*)

★

x*x 1

e, G tai que

Son grupo 
(Z,+), (Q,+),

conjunto G 0 y definamos la operacion 
(G,*) es un grupo si

= X *X 1 
X-1

Si (G,*) es un grupo y 
entonces se dice que (G,

X*X 1

abeliano los siguientes:
(R,+•)■', (Q*„*) , (R*, •)

para
X-1 =

X-1

Elemento inverse X

en G por

* e

X = X

tiene que * es conmutativa, 
conmutativo o

*) del ejemplo 7

X . Y

es un grupo

es un grupo abeliano

V X £ G;

X *

X *

Para cada X € G, 
-1 = X-1

se tiene que

e = 1= X • e 

* X = e

X *
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3) VXCG se tiene:

X

4) X,Y,C G >

Dem.: se deja de ejercicio

1.11. DEF. HOMOMORFISMO
la aplicacion 'PSean (G ) y ( G2 , A) Entoncesgrupos.

->

Y (X)A ^(Y)
S E a n 1 o s

1<P ( X ) =

'P (X.y) = P (X) • fl Y)

S E a n . ( G ) , 4.) grupos con elemen1.12.- PROP.

homomorfismoy F ’ ->

-12) = f(x

1.13. DEF. ISOMORFISMO
entoncesSSan (G ) y (G2 ,4 ) grupo,

isomorfos y se denoteson1

DEPARTAMENTO DE CAPACiTACION io.

j

Ejemplo 10.

por

si::x<o
es un homomorfismo

I-1
Entonces se tiene que

{1,-1}
si X>0

★
IR

X, Y € IR*
M’(x) / ^(Y)6 { h-l}

★
1'
F

Jl'*

★ 1'
respectivamente

F(X)] 
se deja de ejercicio.

G?

y (g2

> ^(X*Y)

y g2

Entonces;
1) Fie) = e'

por G1^

*x-1Y-1

v x.veGj^

G2
si F es biyectiva y 

se dice que G

G2G1

(X-1)'1

G2

V X e G, ■;
Dem.

? : G.^--
Es un homorfismo de grupo si:

es un homomorfismo

tos neutros eye'

Gl— 
es un isomorfismo
En este caso

(X*Y) 1

* grupos ( IR , * ) y ({i,-i},') y.definamos
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1.14.- por
=■>

Sean los grupos x

F IR
X h

• Entonces IR IR+
En efecto

sobre:1) F es
xv -YS IR+ -- >3 x eiR tai que Y-e

F2) inyectivaes
F ( X ) = F ( Y) <■- VX, Y€ IR

3) F • es
F(X+Y)V Xf.Y€ !R :

1.15. DEF . CUERPO
operaciones

1) ) grupo abeliano

2) es

Ccon C'

3) ★La

OBS. . -

1) se

0.neutro

2) El .igrupo

1.ti vo y

1.16.-

entonces

OEPARTAMENTO DE CAPACITACION 11.

J

define la. relacionQ

x. e

* )

•> IR+ ■ 
x e

un grupo
-{o}

operacion.A es distributive respecto de

(C,*
(c ,A)

Gi^ 
es una

x s e
=> X Y

eX + y =

relacion de equiValencia.
( IR, + ) x ( IR+, • )

es conmutativa,

es un

es un

un homomorfismo

Si se

Si eri.el . cuerpo j (C a) la operacion A 
se dice que el cuerpo es conmutativo.

su neutro se denomina unidad,

El grupo (C, 
se llama cero,

(C ' , A ) se denomina •j.BSualmen te grupo mul tiplica-

ey = F(X)- E(Y)

denomina comun-mente grupo aditivo y su

PROP.
Gjfl G2

Se tiene que la relacion 
Ej emplo 11.- 
y definamos F por

S§a un corijunto C 0 provisto de las 
Entones (C/*,a) es un cuerpo si

DEF. CUERPO CONMUTATIVO
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(Q,+,•) (C, + , •)Ejemplo 1-2 ♦ - son cuerpos
Para el caso
1) + 4

21
2) <C■>

->i-“2

3)

-1 -Xo)Inverse X
4) )

Inverse 1 X

-A es distributiva respecto de5) ★

mas de
desarrollan' posteriormente en este apunte.,.

1.17. DEF.

2

1) A ++ +

(1.1.)++ +

+ +

donde: € K 1, , m

G K 1,1 , m

j = ' 1. , n

DEPARTAMENTO DE CAPACITACION 12 .

J

X n

X n

Y ' mX n

= • Y

2
1

+ A mn

<T X C
[(^^^

(C,+) es

((T ’ , •

■M7 ~
■

, X2+ Y2).

Y1

' (Y1'Y2)J

12 X2

(X1Y1 X1Y2

X1

X2Y1’

,X2

, X2) ,+ (Y1,
<T

Y2)J k

A11

X1

X1 
■2 ' 

2

A., 2n

A n m2

x1, +X

+Y1[(X

Neutro o unidad 1 = (I/O)/?
[(X1-X2)J’1

A21 A22X1 X2

(X1

Yi

A i ml

[(.X/ X2)J = (-X^-^2 
es un grupo conmutativo

A, In

■ Aij

-x/X+x/J

X2

x2y2:

SEa'K un cuerpo, entonces:

un grupo abeliano
Neutro 0 = (0,0)

x C

Veamos ahora- algunos concept© ' sobre matrie'es y siste- : 
ecuaciones lineales en forma preli.mihar ya que estos se

SISTEMA DE- ECUACIONES LINEALES

se tiene:



CURSO : LINEAL""ALGEBRA

lineales sobre K conSe llama sistema de ecuaciones

de elementos de K,2)

3) 0 n,

Notacion matricial el sistema (1.1)4) espara
AX = Y

.Donde 11
A .=

ml

YX

/

A

OBS1

1.18.- DEF . MATRIZ

columnssUNa matrix de m , mxn,
una

KA B ■>

A(i , j )( i , j ) ,»■

Haman elementos de la matrixse
A = Aij

1.1

OEPARTAMENTO DE CAPACITACION 13.

M mxn

A mn

i, j ez}

n variables

Si Y.i
mogeneo.

\Yn

sobre el- cuerpo K es

y denotamos:

/ A. . de mxnr in >

Toda n-upla (X, X )1 n
cion del sistema, si satisface cada una.de las ecuaciones.

A, In

Los escalares A.. CK
La matrix la denotaremos por

ta no

Se llama matrix de los coeficientes del sistema 
Estrictamente hablando la disposition rectangular expues- 
es una matrix, sino una repfesentacion de elia.

se llama solu

¥ i = 1, entonces el sistema se llama ho

filas y n 
aplicacion A tai que :

Si B : "£( i, j ) / l^i<m,l^j<n,

una.de
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ALGEBRA DE MATRICES1.19.- DEF.

• 1) Si

A + ' BC = +

2) y
un

c = A A

3) ..Si

a
C = A • B con

Eiefnplo-13. ; Sean:

-i <3 'A

6
B = 8

■ - c

En tonces:

5
. A+B 12

18Si = 3 B3
24

-1C • A =
. 7

OPERACIONES ELEMENTALES FILAS1.20.- DEF .
Una operacion elemental fila

c 14 ,DtPARTAMENTO DE CAPACITACION

con C..
1.7

A £ K

con - G .
13

C . .
13

= A . .
13

se define el producto de A y B

C'

0

C'

-0
0

\18

ACM mxn

BfiAi‘r
.A -

Si A £ M mxn 
escalar.

A.B 6 M mxn

V B G. M ; nxp

A . . + B. .
13 13

se define la multiplicacion de A.?.por

es’una funcion E tal.que:

/C5>

se'.define la suma de A y B
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E
-> E(A)A i-

A

2) si i r A

fila de A por la fila
' fila V r
3) i sA

, E(A)r j
Intercambio de 2 filas.

A cada operacion elemental fila E co-1.21. PROP.
del mismo tipo.'. ,

tai que:
V A( E ( A ) )

f
Dem.

1. 2’2'. - MATRICES EQUIVALENTES POR FILASDEF .

B'SEan es
B se

. 1.23.- PROP . poren

A B

se deja de ejercicio;Dem.

1. 24. DEF. MATRIZ REDUCIDA POR FILA

15 .DEPARTAMENTO DE CAPACITACION

A . .

A ..

M mxn

M mxn

E ( A ) . .11
E( A)

ECA^.

■> M mxn

E. (E1( A) ) = A

E(Ah : A . .11
Reemplazo de-la n-esima

> 0

A . ri
O, ACk

E ( A ) . . - .1J 11
MUItiplicacion de una-fila de ■ A

A .si

E1 
se deja de ejercicio.

rresponde una operacion elementallfila E^,

Entonces 'R. es.

s con

Si se define una relacionQ

•si i r

+ A A . n si
r mas 7* veces la

A.. B Q M sobre el cuerpo K. Entonces ' mxn
por fila a' A, si
operaciones elementales filas.

A Q
una relacion de equiValencias.

equivalente
obtiene de A por una sucesion finita de

y define en los siguientes tres casos;
1) E(A) . . = A., si i / r ■ E(A)rj

por X

La matriz A de mxn se llama reducida por fila si:

Y la denotaremos por A^vB
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1) 1
2) Cada columns de A que tiene el primer elemento no nulo de

alguna fila, tiene todos sus restantes elementos 0.
Eiemp-lo 14. 1 0

A = 0 1

A 0 0 0
0 .1 -1.B= 0 CV
0 2 0 0

Is. 25. PROP. fi ■

las
se deja de ejercicioDEm.

1. 26. DEF . MATRIZ ESCALONADA
escalon si:Una matriz A de mxn ,se dice matriz

1) las filas 1,..Si si el' prino
nulo de la fila i

1, . . . .ri

entonees

Toda fila nula de A esta debajo de todas las filas2) que

Etemplo 15. Sea 3 4 0
0 1 2 0 escalonadaA

0 0O’ 1

1.27.- MATRIZ ESCALONDEF.
llama matriz escalon reducida 'por ’ f i lamatrizUna

s 1:

1)
2)

16.DEPARTAMENTO OE CAPACiTACION

J
c

■I

nulos.
<2-'

. .<K r

la columna K., 1'

tienen elementos no

K2K1

Toda matriz-de mxn es ecjuivalente por 
a una matriz , reducida por filas.

B,C no son reducidas por filas.

mer elemento no

A es reducida a fila
A es escalon

A de mxn se

.,r son filas

El primer elemento no nulo de cada fila no nula.de A es

nulas de A y 
esta en

REDUCIDA POR'FILA.

nula.de
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Ei'emplo 16. - Sea:

0 1 -3 0 5

— 00 0 1 2A

,0__0- -O' 0 0

RANGO DE UNA MATRIZ1.28.- DEF .
Se define el range de una matriz

al - es tar -en-forma-esc-alonada-; • - Y -lo dendtareipas
por
Ejem’plo 17;. En

2

1.29.- PROP .
AX Yc

I si j n

(n+1)
tiene queSe

<P(B)J* (A.) =1) El sistema YAX

2) y

•i Dem.
Eiemplo 18.-

11 -2
Tiene solucio.n.2 1 1 3

'S'0 '-1

\ /
-2 1 -2 1 1 -21 1

2 31 1 0 5 -1 1 0 5 -1 1
5 -1 5 -1 0 0 0\

DEPARTAMENTO DE CAPACITACION 17.

0

.entonces existen (n-r) variables, libres 
el-"s-is-tern'a tiene infinitas soluciones.

.las no nulas,

S (A) .

A . . .13
Y.1

el ejemplo 16 se tiene: 
J3 (A)

.A;1

B. .11

1

\
1A

escalon-reducida 
por fila.

Se.deja de ejercicio.
E1-. sistema

Si el ( A ) =.. r

1

En efecto

\°

A de mxn

tiene solucion si:

sea el sistema
con A de mxn

por el numero de fi-

Entonces se defina. la matriz -aumentada B por
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7/53/50-2 1
-1/5 1/51 -1/5 0 1ru

oo o o/
2Luego

libre1=>y
•Luego:

7/5+'- 3/5 X 7/5
=> •

= 1/53

se

V A e IR -
1/5 + 1/5 X

r ' Si‘ X = 1 tiene una solucion particularse
4/5= 7/-5- - 3/5 • 1

=>
2/51/5 + 1/5 • 1

1
)

el sistema homogeneosea
con- A de mxn

En tonces:
1)
2) m < n

entonces’ existen (n-r) variables. libres3)
tiene solamente la solu^iSi A

? (A) n
la matriz identidad de nxn)

deja de ejercicio.Dem. se
El

3-1
0 -11 4

6 -1
\\

I 18.DEPARTAMENTO DE CAPACITACION

variable
I

AA .

Ejemplo 19.
/ 2

' .3 
1/5 X

Av

rv/.... \\o -
1/5.

tiene que la solucion del sistema.es: 
= 7/5 - 3/5 X ,

On

I nxn •

3/5 X3
1/5 X3

X2

X1

xr =

El sistema . siempre tiene solucion;: 
Si m<n entonces el. sistema' tiene 
Si J3 ( A ) =, r

f (A ) = (B) =
3 2 -1

\°

5
A ■ '

X2

X1
X2

X1

X1 =
= 1/5 .+

X2

SEa X3

X3

X2

x2
X3 

■X4

AX = 0

una solucion

cion trivial ssi
es nxn entonces el sistema

( es decir A nj I ;nxn '

no trivial

/ 
4).

\2-

sistema:
2 \

la trivial.

1.30.- PROP.

sistema.es


CURSO : "ALGEBRA LINEAL"

Tiene solucion trivialno

A-1 3 -9 3
C\J1 4 0 -1 1 4 0 -1

6 5-1 o • -2 -1

3-9 4 0 15/2
~(\J1 4 • 1 0 -2 13

V20 1 -7/2 0 1 1/2

0 0 1 0 1
1 0 -2 13 1 0 0 17/3 /Vru
o i oi

1 0 0
0 1 0 -5/3
0 -11/3.0 1

y(a) = 3 (n-r) = (4-3) variable libreLuego = 1 1y
Entbnces:

+ 17/3 -17/3X o
5/3 0 => 5/3

11/3 11/30

tiene la solucion generai;:del.. Si s i s t e m a:se
5 11 v \ e [r
3 3

Si hacemos =' 3 solucion particular no trivial,.
-17 5 11 = 3

1.31 DEF .
A de ‘nxn sob're K.Sea la matriz entonces: .

1) Una matriz
BA I

2) s i:

DEPARTAMENTO OE CAPACITACION 19.

0

/
\

\
/

\
/ 17/3\

/ 
0

^12. >
3

-5/3

/o

-7/2

-ll/3\

1/2 --7/2^

-ll/3\

2\

XZ =

X4

X1

4
X4 =
X4 =

X4

X3

X4
X4
X4

X1 X3

X1
X2
X3

= > -

X2

X1
X2
X3

/o

-55/2\

B de nxn se llama inversa izquierda de A si:

2
/ 
0

En efecto: .
• 2

7

B de nxnx se llama inversa derecha de A,

MATRIZ INVERSA

donde I es la matriz identidad de nxn

se tiene una



C U R S 0 : LINEAL ”■’ALGEBRA

AB I

3) tai que:

IAB BA

Se dice que A invertible y B su inverse.es

1.32.-PROB Si A es de nxn entonces son equivaleetes:

A

A CV I

se deja de ejercicioDEm.

Entones si1.33.- PR0P..
laces

Dem.
forma1. 33 nos

ma tri z inverse .posee.unoLa A

-K 3 Q1 0 1 3 0 1
rd 72 1 -23 0 1 -1 1 0

1/71 3 0 1 1 0
i4:•2/7V7 0 2/710

-1Luego A

OBS .

&
MATRIZ NO SINGUL'AR

singular poses’inverse.Una matriz de A de se dicenxn no si

9
1.35.- DEF . SUB MATRIZ

Una submatriz de una matriz A de mxn es
A eliminando ciertas filas y/o columnas.tiene

los siguientes casos especiales’

•2 0.DEPARTAMENTO DE CAPACITACION

--'1'

Se d-eja de ejercicio.

eri'trega una

3/7- .
-1/7

37 7. 

1V7

1)

2)

1/7
2/7J

A

A nj. I, 

I- dan A

enton- 
-1

En efecto:;

fA : I) nj (I •

r
1.34. .DEF.

zLa prop.

Ejemplo 20.

A

A-1

°A

-1)

Si existe B de nxn

Sea A de nxn.

una matriz gue se ob^

es invertible

misma sucesion de-operaciones aplicadas a

Y se tienen

facil para encontrar



CURSO : "ALGEBRA LINEAL"

1) (A)

A2)

J-esim'a columns' de A

\amj/

3)

y
se denote por:

Eiemplo 21. A de 4

6 7

2 3 49A

5 6 ,1J

■ en tonces:

4 )Reno(A) 2 3

2-3 <

5

7 85-
(A) = 6o- 5

Veamos

sino mas biehahora una

una

DETERMINANTE.

funcidn tal’que:

KDet ->

Det AA K

1) 1 A en tonces

Det A

c 21.DEPARTAMENtO OE CAPACITACION

Col.(A ) J

Ren .1

•2
•p

M nxn

s\

( 9

/A

Sea
5

a. ) in

/ Col3(a i

se llama Menor del elemento A. .13

<ail’

Men2 2

La submatriz-que se ob'tiene de A, 
fila y la j-esima columns,

ahora algo sobre determinantes de una matriz. -No entre 
qaremos por ahora una definicion formal de estos, 

definicion inductiva.

Men. . (A) • 13

all-
all

a . 12

es una

\ 
1.1'
a2j

eliminando la i-esima

El determinante de una matriz de nxn sobre el cuerpo K,

i-esima fila de A

1.36.- DEF.

3 x

Si A es de 1 x



C U R S 0 : "A L G E B R A LINEAL

2 ) A es deSi n > Zconnxn ,
n

(A)Det A
K=1

donde:
i+.y(-1) Det

el cofactor de aijes
Ejemplo 22.

a
1) A

1+2 )(-1)Det (a

Det A a

2) > Det A. =- 4-6 -2A

3)

LDet + 3DetDet AA
8 9•\7

• '"Det 0A

identidad deI la matriz V A, B1.3 7 , SeanPROP . nxn
matriz de En toncesnxn.
1) 1Det I

intercambio de2) obtiene.de A por eltai que BSi B ru A ; se
i y la j. En tonces
-Det BDet A

obtiene de A al multipl.icar la fila3) Si se
Entonces:

i-esima4) obtiene de A alcambiar laB se
j la filala fila Entonces:mas 1.

Det A Det B

22.. DEPARTAMENTO OE CAPACfTACION

1
4 .

2
5

3 '
6 • 4

7
6
9

(Men. . (A)) 
ij

Cof..(A)17

la fila

coflk

a12

all

all °22

c, J

21\a
Det A

Si B ru A ; tal 'que 
fila por?i veces

Det (a2l

B nJ A ; tai que B 
i-esima por / 0.. 
Det B = }\Det A

alk

a21

a12

\
12

a22

t ii 1 + 1 = ■ all(-1) 22) +

obtiene.de


CURSO : "ALGEBRA LINEAL"

4filas o columnas iguales o si A tiene una5) Si,: A tiene dos
fila o columna nu 1 a . Entonces:

0Det A
Det (A’B)6) BDet A • Det

Ejemplo 23:

Det A Det

Det

.=. 4. Det

4 Det

!

-1-6 Det

-16

-16

= -16 (0-8)
r Det A. = .128

1.38.- MATRIZ ADJUNTA.DEF .
Se define la matrix adjunta de A por

Adj (A) =

23.OEPARTAMENTO DE CAPACITACION

-1
4
5

. 3

-1
2
1
2

-1
1

. 0-
0 '

-r
2

/i
0

I 0-
■ \ 0 i

2
. 0
■^-1

3

,3\
2 I -! I
07

0
0

-1
V 
0 
0,

-i
i

—4^

C. .

2

1

3
-1
-8

3'V
-1 )

2 /

.9/

2
-1

I1

3 
-1 

-13
.3

3 
-4 

-13
3

o,\

-1 
1 
5 
3

2
-4
-9"
1-/

^1 Det

^1 Det

(1

2
4
1

2 
-1 

*■^-(4^

i
6 
o

\°
/i
. 0—

0
0



i

CURSO : •’ALGEBRA LINEAL"

donde

1.39. PROP.

Det A / 0 ssi y

se deja de ej ercicio.. Dem.

• Eiemplo 24.

A = 2DetA :>

tiene9

-21

2 1

En

lineales,en

diferenciales. etc.

Hablando' en es

del conjunto.

24.DEPARTAMENTO DE CAPACITACION

Por ejemplo, 
tudio de ecuaciones

se definiran los objetos.matema
mas utiles abs-

C . .1.1

En tonces, 
-1 1 a - ---

Cof.. (A)

A"1

Det (Men^(A) )

Adj (A)
Det A

es de nxn.
3 a-1

y se

varias partes de la matematica se presentan conjun 
tos donde tienen sentido y resulta interesante considerar las 
combinaciones lineales" de los elementos de dichos conjuntcs. 

los sistemas de ecuaciones lineales, en el es-2

Ahora que hemos entregado algunos' conceptos prelimina-? 
res, los cuales, seran muy utiles en el desarrollo de este apun 
ter;, pasaremos a. definir el concepto de espacio • vectorial.

En este punto, 
ticos que la experiencia ha demostrado ser las 
tracciones de este tipo de sistemas algebraicos.

3 a-1

Si A

forma simple, el algebra lineal, es aque- 
11a rama de la matematica que trata de las pro'piedades comunes 
de los sistemas algebraicos, que constan de un conjunto, mas 
una nocion razonable de "combinacion lineal" de los elementos



CURSO : "ALGEBRA LINEAL"

ESPACIO VECTORIAL (e.v. )1.40.- DEF .
K un cuerpo y las operaciooes + y •Sean un conjunto V 5^ 0 ,

definidas por:
V V+■ : o. b. i

( X , Y) X + Y

VV -> o. b. e
X) h

lasvectorial, sbbre K conun espaciose dice que V esEntonces
s i :operaciones + y •

abeliano)1) es grupo
X € V2) Vcon

oC X +3) con
4) X con

X £ V5)
X £ V6)

OBS.
Haman vectoresLos elementos de V1) se
Haman escalares• y los

IRen toncesespacio2) Si
unse

espacio vectorial complejo.Si K unes

n {X /Sea JR
medi an te:la + y •

X + Y

( Z X <£x 2'1
IRentonces

ta,b] ->. IR,2) Sea
en

25 .DEPARTAMENTO DE CAPACITACION

x ) n

F continuaj- 

mediante:

+ Y ) n

cL.ft £K ;
1 £ K. ,

Eiemplo 25: 
1) .

(V, +
cK x £ V 

oC(X i YI

(cC + p ) X

(oCp> )
1 • X

, <£ X .) n

Y2’ . X n

X ,
X £ V

elementos de K se

y definamos
(X1

vectorial sobre K, 
dice que V es un espacio vectorial real, 

dice que V

V es un

V x

K x

n es un espacio vectorial real 

[a , b] = {F / F :

y definamos en £[a,b] , la + y .

x =• (x1# 
en IRn

C se

X i £ IR

si K

cC X +ft'
X = oC(.p-X)

X

X2 ++ y1,

Y £ V
A K,

cZ: y



CURS.O : "ALGE B R A LINEAL"

0 n3) Sea

. Ejemplo 26.

(a, b) 1
( a , b) = (a'
V ?.es sobr e- IR?tin e. v.c

1)
/

ieiR+(1,1) €v

2) V es

X +• Y 1'
con 1

XT Y £ V X + Y ==>

< = (a +1'
4) + es asoeiativa

X, Y^Z^v X + (Y + Z) X ±

+ 2'

(X + Y )
5) ' Neutro aditivo 0 (1,11es

X

(1,1)

26 .DEPARTAMENTO DE CAPACITACION

v 4 0

a,b 6 IR
= (a

3)

1'

(a,b) + (a

(a

y definamos 
b b, )

=(aa^,

?es

con 0 = (1,1) 
(al , bl) = (a,bl

bl) 
bb1GfR +

bp 
la' 

( a,b)

b2}bb^)

(aa.p bb^)

b) + (a^, 
, bb1) .= ( a 
bp

a2 )

aai,

x1ani:x + a, X +....+ a X ; a .£ IrT- % 1 . n 1
y definamos la + y • en . J como en el algebra •«elemental
Entonces es un espacio ■ v.ectorial

5 
ai-

Sea V = {.(a , b) I 

+ (an , bp 

, b* )

(a, 
= ' (aa1

=((33^

a2, b1( b2) 
, (bbj^, b2 ))

+ es conmutativ-a

es un espacio vectorial real

+ Z

(F+g) (X)=F(X)+g(X)
(jr . F ) ( X ) = oC ( F ( X ) )

Entonces fr . 1

? = {p(X) / P( X ) =

cerrado respecto de + '
X, Y £ V => X + Y e V

X + 0 = 0 + X

bp }J
= Y + X

( a , b) +



CURSO : "ALGEBRA LINEAL"

6) Inverse

X V

es grupo

7)

£|R +con

Distributividad del escalar8)

x ,.y e v

bb

)(a x,

Distributividad del vector.9)

X C VcC X + X(X + ft ) X

( a(«£+ p) (a,b)( ) X

ft+

10)
ft( a

ft x)
Existe el escalar 111)

X € VIX X

( a , b)IX = l(a,b) X

espacio vecto-2) , ID , se

DEPARIAMENTO DE CAPACITACION 27.

( a , b) +

Luego se

(1/a , 1/b)

(1,1)

e v
a*

(17a , 1/b) = 

tiene (V-, +)

X 
>

( a

' Luego por i), 

rial real.

(a1

a^, b"V)

b1)

1'

dl

?\X + >Y

X + X 1

^(a,b) =(a> .b^ )

)X

X’1
} - - - ¥ 
(a 1/a , b 1/b) =

abeliano

V es cerrado para •

■ b?

tiene que V es un

) = . ( a*

(bb1)A] 
b-X.)_ +- (.^x

> (X + Y) = > X + >Y ;
X(X + Y) = > j(a,b) + (alf

= ^[aai, bbj =
- = [a^a^ , b^b^

>4-(oCfb) X = cC(p.X) 

(cC p)X = (dL ft) (a,b) 

= , bP)

>£.IR, X C V

; Z e ir, 
x+p b<£+p

(a^, b^)

bi)]

[( aa^ )* ,

1 7 
0Z

ft' b‘ ) = oCX + ft*



CURSO : "ALGEBRA LINEAL”

\
vec-

1.41.- entonces :
!.J !1) 0 £ V X + 0 V X € VX

3 ! (-X) £ v tai2) X + (-X) ‘ = (-X) +• X-= 0que

3) esta bien definidaLa s u ma lX i + +

4) Z £ VX + Y Z + Y ; x. Y,

5) -(-X) ; X £ VX

6) -(X + y) = -X -Y Y € V; X,

7) -X -Y X ; x. Y £ V<■

8) 0 Y £. VX ; x.

x
-(-x) + o -(-x) +^-(x -+(-xl l ( (-X) + X)-(-X) +

=(^(-X) + (-X) 0 + X X

El r-esto de las demostraciones se deja de ej'ercicio.

1.42. SEa V e.v. sobre K, entonces:PROP.

1) V X £ V •O • X 0
2) << . 0 0

(-1) X -X
<£ ‘X => Z = x £ v , cC^K0 0 V X = 0

5) X X o V oC = e k. x e v<=
<£ £ K ,6) (- c4x) ( cCX) V

1) pd. OXDem. O
Sabemos que X X
hacemos 0

DEPARTAMENTO DE CAPACITACION 28.

3)

4)

Vc£ £ K 

¥ X C V

p ■
X

Cj'^L
*4 >

=.^Y

=> Y = -X

X . £ V .
1

£

px

, ((jC + p> ) <£ x + /3

x^^;
n I '

Veamos algunas cons-ecuencias de la definicion de espacio 
torial.

Dem.: 5) pd - (-X) 

-(-X)

x2 +..,

a-s1ERS/D4C) 

5 zz/;
'E^l0

PROP. Sea V e.v. sobre K,

tai que

+ Y

0 + X

=> X = Z

+ X



CURSO : "ALGEBRA LINEAL”

(0 + 0) Xentonces: OX * ox
ox ox + ox

OX rOX oX + oX oX

0 oX + 0

OX = 0

p. d. cC - 0

Sabemos que : oCX .+ <Y

hacemos X 0

entonces . ( 0 + 0 ) = <0 + cCO

Z-0 0
7

3) P - dr -X

Sabemos que 0 • X 0

+ (~1)X = IX + (-l)X .X

(1 + (-l)X
.• II

OX
> ■■ ■■

0
A (-i)x = -x

El resto de las demostraciones se dejan de ejercicio.

En lugar de escribir X+(-Y)OBS .

1.43.-

1.-
2. - e. v.
3.-

b) • usual
c) El conjunto.de todas las soluciones de la ecucion di

ferencial.

c DEPARTAMENTO OE CAPACITACION ' 29.

escribiremos X-Y
- ■ i

0 

<(X+Y)

M mxn

■r 2)

(-1) X

IX = X /

oCO = ZO + ZO

Zo Zo = Zo + zo J.'z'o - Zo 
o = Zo + 0

Hacer las demostraciones dejadas de ejercicio
. Demostrar que son e.v. los conjuntos del ejemplo 
Pruebe que los siguientes conjuntos 
a)

sobre R con + y

it Y

sobre IR con + y , usual
son e.v.

EJERCICIOS PROPUESTOS

conjunto.de


CURSO : "ALGEBRA LINEAL"

(X) +

d) son de la

□
0

donde. F ( X , t) X,t y e.sta dada, ademas

e) sobre IR para las
X + Y

■f) 0 ; grad P(X) 2 sobre |R<

'14.- Son
a)

Y,) + (XX+Y 1

b) sobre IR
X+Y ,0)+ +

ic) V

d) F(a+X) F (b -X) sobre |R con las

dYe) sobre IR con

f) P sobre |R
Q

+ Y • usual.
i

5.- Encuentre el valor de :
cu ando1'

c 30.OEPARTAMENTO OE GAPACITACION

operaciones
X , Y ClR+ 

cC ClR

l
I

F(b)j

dX 
con las operaciones usuales 

(X) 
m ' 
(X) 

n ' ’

 8

d"-1

+ y2).

Y . + 
dX0’1

(X1,
= X

Y2)

.1

(X1 + Y1

an(X) • Y = 0ao

dado:
IR+

> r/

X1

v = {r(X) / R(X)

X3

(X1

X2

XY :
Z X = X "4 ;

V = { P(X) / P(1) = 
con la + y . usual

X2

X2

espacios vectoriales
2V = IRZ

+ oC 2 4 en IR

El conjunto de todas las soluciones "Y" 
ecuacion integral 
-'a
\ F(X,t) Y(t)dt + > Y(X)J o

X£|R+

los conjuntos siguientes?
sobre IR con las operaciones

2 ’ Y2 )
Z(X)
V = IR2

; 0 < Y < a

es continua en

+ Z Y = ij

m,n finitos

+ Z 3

dnY
 +

dXn

(X1- Yl> 
Z X lo usual

{reEta.b] / F.(a) 
clones usuales.

' V = {f 6 j: [a , b]/
operaciones usuales.

V= [y/y es la. solucion de 

con las operaciones .

(X2'

ax ( X)

sobre IR con las opera-



CURSO : "ALGEBRA LINEAL"

( 2,0 , -1,3 ) , (1,-2,2,0)a)

(2,-1,3,1) , = 11 "

b) = (0,2,1,-2)(1,2,3,4) ,

1,

6. - Encon.trar el valor de
• j j ,J cuando

a) -X-+ 1 21

-1

dC -2+ 2X 3

b) 1/21

2 2+ 2X - . X +

5/22X = -13

3

DEPARTAMENTO OE CAPACITACION 31

j

-r

Q en .+ .42 P3

P2(X)

P2

o. r3

X3

P3(X)

Pj. (x)

3 = -1

3 +

-£1

-i. r2

; £2

x2 =

= 2, L^ =

j: 2

+ Z3

-X4

X1

+ 4X3

+ 2X 1

-x3

x2

-X4

X2

x2

= 2X4

= 3X3

P2 ( x )

pl(x)

P3 ( X )

4i

Z1 P1

- 4 X 2. +

X1

= (2,6,7,6, )



CURSO : "ALGEBRA LINEAL”

' 2.- SUBESPACIO VECTORIAL

SUBESPACIO (s.e.v.)2.1.- DEF .

sobre K con las operaciones + y»

sobre K.

Io denode. V,2.2.- NOTACION:
. taremos .por-.;W-*< V.

OBS .
e. v

V

1) XL'*'

2)
3)

^2 K,4)

no es
hereditarias en W.

Sea V un sobre K y WCV, ,2.3.- PROP . en-e. v.
/ •tonces.

^7 < e k ’w<v <=> v x, yew tieneA se

Y € wX

W < V( ===> ) supongamos queDem.
Z £ KY € W Yew,v x.

En efec to:
sobre KW < V W es un e. v.

Y € W = X+--Y£wX,1)

enc DEPARTAMENTO DE CAPACITACION . 32.

\ •
i

i

pid.

y^XCV,\W £ 0- 
espacio vectorial de V si W?conentonces W es un subespacio, 

las operaciones + y • es un e.v.

La conmutatividad de la(+)y las propiedades restantes delpro- 
ducto escellar, • , no es necesario comprobarlas ya + y * son

,x,y e w =
o e ,w <
x € w =>- x e w

x € E => X £ w "

oC x +

Sea V un e.v.

Si W es una. s. e . v.

de la comprbbacion directa de cada uno de los . axiomas 
de la definicion de e.v./se concluye queW-^O-es un c.e.v. de

2) x ew -/€K => Z x e w 
particular Z X + Y £ W

V ssi: .

operaciones en V y

=> x + y e w



CURSO : LINEAL""ALGEBRA

)■( 4
p.d. W e. v.

efecto:en
€ w1)

>

0 £ w

0 € WX £ W, K2) +

Zx)Y e W, Z € K3) x ,
z 1=>X +Y <s. W con

4) -X
Z=-lcon7

de la De-f.la virtud de la OBS.en
lo tanto Wsobre K, pore. v.se

2.3.La Prop.OBS .

W 4 V si W 0

X +

X € •W

sobre K. Entonces;2.4.-

{?!1)

2) V z. V

Dem.

4

0 €. W ..'

v /

DEPARTAMENTO DE CAPACITACION

%

i) .{o} 
0 + 0

-■
'■i'

0
o £ w

=> Zx
=> Z x £ w

> 0 y zx +y ew
W es un e.v. sobre K

2.1 y pbr 1,2,3 y 4 

V- □’

x, .yew =»
Zck, x C w =»

W,- ZCk => Zx c w
-X € W

+ ■¥} € w

Z • 0 = 
{o}^ V

1 Xw 0 ^=7

Z X + Y £ W

Luego

tiene que W

=>(-l)X + X €W

[(-i) + i]' x e w ■ 
o x e w.

yew

Supongamos que W
4. V es decir que 1

es un

+ 3

se puede redefinir por:

PROP. • sea Vkun-.e.v.



CURSO: "ALGEBRA LINEAL"

2) Trivial

SUBESPACIO PROPIO.2.5.- DEF .
Entonces:sobre K.Sea V u n e. v.

1)
propio2)

de V.

e. v.
usuales. son:

1)

•2)
el origenPianos que pasan por

Rectas que pasan por el brlgen

Ejemplo 2.-
0W

d <
2 01) => 0 oY 0.

$
w.y -0.

€€ W w

Y

+

0+0=0

= (^(Y1 (a)-.-+ Yo(a) ) ' ='P ( Y^ (b) + , Yo ( b)1.2 11 2pC(Y1+Y2) (a)

DEPARTAMENTO DE CAPACITACION 34 .4

3 
Sea V = IR

0. + w
Y = O € W-

Si W.?t -V,

Sea V
= {Y /. Y"

f2
+ W

Espacio tridimensional
origen del. sistema tridimensional.

Haman s. e. v.

W. -jt- {.o|-y--W- <

H
1

sobre IR
C6Y..U\. /3.Y Cbv) ={o}

+ y2)”

= Y J’
1

+ Y.2)r

• e. v.
2 Y',

2 ’
+ w Y?

+ w2y2

(Y +Y2)(b)

W2y'1 +

(Y1 + W Y1 

n

Ejemplo 1. -

Entonees los sub^espacios

Y1

06 0 . - o

2)

(Y1

Y2
Ten'emos que:

W1 :

+ Y2

W2

y V s e

Los triviales:
!R3 :
{o| : El punto
Los propios:

en particular IR

triviales de V
V entonces W se llama s.e.v.

V ?

2 
en particular IR

es W

sobre IR con las operaciones + y • 
de IR3

+ w2



CURSO : LINEAL""ALGEBRA

e w+ Y 2

2 Ay’w+

Q5 (AY) (a)

(Xy€w

Por lo tahto V

1R
7\

= 1 + X
< I

Sea X 1 +. X=> 2

2) X

t1 2

X£W 1 +
= 1 +=>Y € W

ALuego

sobre K y W2.6.- PROP. Sea V e.v. Entonces.1
0 w 2

V

DEPARTAMENTO OE CAPACITACION 35.

Dem
1)

W / 0

(2,1)
• ■<-

n w, (
<

J- A T?.

>Y € w 
= Ay11

(a)
2 *

= [°tY1 ( a) - (3. y1(b j) + [<*Y 
= 0 + 0 = 0

(b.)
2 -

= >[y”

= >[(% Y ( a ) - p y (b)] 
= >0 = 0

71 =
:) X G w^..

+ Y1

lrY£W- ■■........>(- X + Y^W. •
X'+Y/= XX Xo) + (Y.TyJ 

z 1. z 1 z
= (Xi + Yr X2 + V

+ w

(X2+Y2) + 1

Y1

x € W1

=>
(

X +Y £
W V

7. 0z
V ===> J.X

 ^3 x

wi

wi

w2

wi

D W2

+ w2y’J
^(>Y)(b) =0iAY(a) -f5>Y(b)

\/^ E j emplo 3.- ; V = 
7\ • - c 2

W = 1 X eiR / X.- 7- < 7
cEs'f-W < V ?

V .
SOI Yj

X1 = 

I.!.
w

w2

0 W1

0 CW2

sobre R|Con las operaciones usuales y
1 '-/X

X1

3) > £ IR
(AY)1’

= >-o = o

X2'

< V
< V.

Y £- W ==>
2 Oyi'

w <
2 'e. v.

2)



C U R S 0 : "ALGEBRA LINEAL"

X+Y € W.fiw2) X, Y W A W 2 1 2

Y^WX
1 2

$ X€W Y€W

X

X

:x

3 ) CCG K A xcw.fl W 221

cc e k

V

una coleccion deGeneralicemos este hecho a s. e. v.

2. 7.- V unPROP . Sea e. v.
{ w J de subespacios de V. Entonces:

se deja de ejercicio.Dem.

ique puede deV ,Problema: e. v.
V

sobre /R conlla + y •Sea V M e. v.

Usual y a,

W a,

Entonces: Vy W

c 36.DEPARTAMENTO DE GAPACITACION

n a W a

W1

W2?

ccxeWj-H w

2 a

+ y e wT

cir de

a £ JR

b£lR}

■ E~iemplo 4 . -

"1 1

X^Y W flW ■

2 . =

XEWj^A (XX £W1

cCx € w2

XCWi

2x2

^A/A = fa bV 
'Vo o'

W2

< V

..... UX

. Luego;' C) W2

Si V es un

1 w2 S 

a

sobre K y sea la coleccion

X€W2 a

GCxe W2

sobre K y ,

b^lR}

+ Y £ W

+ Y £ 0 W2

a X £ W JI W 2

WV W2 <V 

n w2 =



CURSO : "ALGEBRA LINEAL"

de e.v. dado V. El problema ahos . e. v.
encontrar todos los de V.s . e. v .

En efectoi Sea S 0, ScV

V tai que SCW, por lo menos <.-Vz

es de
Sa

a S.en

los
a
a

Por lo tanto H

y por lo PROP. 2.7. tieee que H < Vse

por la definicon de H se tiene que

2.7.

en

2.8.- DEF . SUBESPACIO GENERADO.

S / 0.Sea V un e. v.
como

Si SOBS . S

2.9. NOTACION: denote•
por <S> y

DEPARTAMENTO OE CAPAC1TACI0N 37.c

Ademas
UcH.

nerado por S 
pacios que contienen

S y denotaremos por 
cada subespac'io.

a S, 
que este conteni

n a W a W a

Entonces 3.W .

SCW a

Entonces hemos probado que de la Prop.
SCV, existe un subespacio minimo que continen 
contenido en todo subespacio que contiene

Para probar que tai subespacio existed consideremos todos 
subespacios de V que contiene a S y denotaremos por H al conjun- 
to de vectores qbe pe-rtenecen

Sabemos cuando W es un

Deseamos encontrar el subespacio minimo que contenga 
cir el subespacio que contenga a S y a la vez 
do en cada subespacio de V que contiene

se deduce que si 
a S . y que esta

ra es

a S.

a S.

^U.z V tai que SCU. y

Luego H es el subespacio deseado.

< V

El espacio generado por S se

es finito, S = {xn, Xo X } con los Xi £ V. En- 12 nJ >1
tonces el -espacio generado por S, se llama'espacio generado por 
los vectores X. , X^..... X..12 n

sobre K y ScV, 
se define

Entonces el subespacio ge 
la inferseccion de todos los subes



CURSO : "ALGEBRA LINEAL"

entonces denotaremos porSi S = 1

neal.

2.-10.

2X2 +‘1

Se llama combinacion lineal

2.11. DEF .

Sea V un e. cv.
V si .-1'gxiste

Tai que

+ u +

IREgemplo 5. Sea V K

(1,1)u 1
En tonces

+u

-2 4

se escribe y

DEPARTAMENTO DE CAPACITACION 38 .

al espacio generado por S, 
dio de los subespacios.

Luego j. ( 2,4 ) 
(1,1).

. . V n

«X

X v •i i
-2 (1,0) + 4(1,1)

i=i ■

■V2--

3

^2^2

=\xl

, X n

i=l

= (1,0) ; V2

V1

A x n n

• Entonces decimos que u

IR2

X .1

(xl-

es una

como'una combinacion lineal de (1,0)

VECTOR COMO UNA c.l.

o••:(-2,4)€lR

Tai metodo existe y se apoya. en el' concepto de combinacion li-

Una expresion de la forma:

si existen los escalaresX ,-- -Xn

Ahora debemos encontrar un metodo que nos permita caracterizar 
<S> , para poder seguir en el estu4:

sobre K y u€V. 
combinacion lineal de los vectores 
escalares \ , X, . . . . A'€ K 12 n

DEF. COMB.INACldN\LINEAL (c.l. )



CUR SO : "ALGEBRA LINEAL"

OBS .

1'

+ ^2+ 3.

Ejempio 6.- K = 1R y los vectores

(2,1,0) ; <3,-2,4); (5,-1,4)

es:

2.12.- PROP. Sea V. un e. v.

+ i1

>. ,'x'. € K
1 1

con

Si Ze K2) y

(ctx)
ii = l

Dem .
Si X.' X € K 

T ' T
) CK11 1

. €K, cC£k 
1 *1

la distributividad del

OBS . entonces

OEPARTAMENTO DE CAPACITACION 39.

Vi

. . v €v 
n

£

u = [u/u = 0C( 2,1,0) + p( 3,-2,4)+y (5,-1,4) ; <f €Ir} 

Es clar.o que.U C IR^

* (X+

. V. 
1 1

Ctx . C K 
1

Entonces:
n

i) / X
i=l

.. . \L 
_i 1

Entonces el conjunto de todas las combinaciones lineales de 
V2'

3 Sean V = IR ;

+ n V: (-1/3) V1 ; 0V1+ 0V2+ 0.V

sobre K y V^,

+(-5)V2

V1

€k i

V2 =

V3

3vr V2

V2-

0V3

= 5 ("X • + . ) \Ji = l 1 1

V3

sando a

ces U

V3.

Si se conoce S, entonces se puede encontrar <S'>, ‘expre- 
todo vector de <S> como combinacion lineal de los X.£s 1

Es claro, que dado un conjunto de vectores de un e.v.hay 
infinites combinaciones lineales que pueden formarse con ellos. 
Asi por ejemplo para los vectores V^, V?, Vq CV, alguna de las 
combinaciones lineales son:

/R3?

y ademas por la asociatividad de la + y 
• se cumple trivialmente 1) y 2)



CURSO : ’’ALGEBRA LINEAL"

2.13.- PROP. SCV. En-
tonces <S>

n
<S> = {y-/y = £2 \ € s, X €k j

i Ji=l

Dem.

Sea W = <S> ,1) entonces toda c.l.

Y con
i.

W, y cw.
= {u/uLuego si H

S“e tiene H C W

Ademas H2) V.

H 0S C H =>

Y_ C H2
(por 2.12)

} cC Y £ H(X€K, Y e H
que SCH, y que to-

S contiene a ,H.

es dedir
es

H - V tai que SCH y H C

H

H = <S>

3
IR y las operaciones usualesEjemplo 7. Sea V = IR K

1) S

2) 1

c OEPARTAMENTO DE CAPACITACION 40.

X .
1

. X .
•. 1

X.
1

0 w a

W a
sew a

donde W a

i
xi

+ y2C hYl'

X.
1

Y1

= {(1/1,1)} —<s> = [x/x A( 1,1,1) AeiR} 
recta que pasapor origen y (1,1,1)

S, = {V } entonces

E.S evidentemente pertenece a

a S,

V que

e'n efecto

sobre K, S / 0, 
es el conjunto de todas las combinaciones lineales 

de los vectores de S.

Sea V un e.v.

; X. £ S]

hemos demostrado que H V tai
do subespacio que contiene a S contiene a ,H. Luego H es la in; 
terseccion de todos los subespacios que con.tienen 
H es el subespacio generado por S.

Por lo tanto



CURSO: "ALGEBRA LINEAL"

Si 0 =^<S£> = [x/x 7.V, X£{r} recta s.?:

[(0,0,0)]-Si V= 0 =><S> origen

3) S entonces

pianos

K = IR,

1)

(4,5) e<S>

<==

:■

<s> = { X/ oC (1,3) + /3(2,2)2)

= ( a, b) £ < <?X

z

4

3)

SUMA DE SUBCONJUNTOS.2.14.- DEF .
Entonces el conjuntosobre K, CV.

sumas:
se llama suma de los

subconjuntos S y se denota por:. . , S1 n

c DEPARTAMENTO DE CAPACITACION 41.

(4,51 £ < s>
En efecto

zSC7R'

£
X n

+ S n

3 a-b

<S> V
Demostracion de ejercicio.

,s2,.

+ CC(2,2)

a
b = 3 ^ + 
pC= b-a 

"~~2

,s2

peiR ty (4,5) = cC(l(3) + 
.<=4 (4)5) = (oC+ 2^, 3 <+ 2/3) 

^+2^=4
3 <£ + 2/3 = 5 ,

} <£= 1 , ft = 7/4
2

, S n

2 = KW]
< s2> = [ x/oc\T+ /3w

de vectores X.6S.,1 1'

Si =

=> (a,b)
(a,b)

= oC+ 2 p>
2(3

+ S 2 +S1

S1Sea V un e.v .
XJ - --- - - 3-de tddas las

; IK]

= (<(1,3) +(3(2,2)
= (oC+ 2p, 3 06+2(3).

= IR?
(2,*2)}

Xl+X2

Eiemplo 8. Sea V 
s = {(1,3),



CURSO : "A LGEBRA LINEAL"

SUMA DE LOS SUBESPACIOS.2.15.- DEF.

entoncesV

= .{x/x e w2} es la suma de los2

sobre K y2.16.- PROP. Sea.Vun V_e. v.

Entonces: + W

DEm.

1) / 0-2

V

2) 1 2

x€ W. +W  X =
21

Y £ W. +W  Y '■M1 2

Luego X+Y

3) XCK,

=> X2 2

+

2.17. DEF . SUMA DE n-SUBESPACIOS

Sea V un - V. Entoncese. v.
la suma de los W por:i

DEPARTAMENTO DE 0APACITACION 42.

1+

(7 "xy ■’

^Xx = (Xw^)

Y w2

'W2

Wl + W

W1

sobre K y W. , 
-1

v" v-

y w2

Wj^+W

W • V 

■ subespacios

ya que

W1

+W2

+ w2

Luego 0 = 0+0

0 £ Wt

sobre K. y

+ w2

; w16 W1

W1

+w^ C

w^+w

Wo W '2' n

Xx € W-j^

0 £ w2

wl+w2/
W2

C W2

wl+w2

W2

x € w1+w

(Wj+w'p +

w2+w'2

XqY€ W.+W1 1  X+Y £.W +W

(Xw2)€ w1+w2

se de-fine

X € W1+W2

Sea V un e.v.

(w2+w>2) €W

W2 s
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CURSO : "ALGEBRA LINEAL"

2.18.- sobre K y WPROP. Sea V 1
Entonces:

V

Se deja de ejercicioDem.

2.19.. sobre K y'WPROP. Sea. V. •. V. Enun e. v.
a ymenor

1) p.d. :

X'= X+0En efectb:

0+Y=>Y con

2)

el subespacio minimo que contie-Por
ne a

efectbEn
a) V y W 1

luego

X 2 2
X£ w^+ «2 y

c DEPARTAMENTO OE CAPAGITACION 43.

J
i

w.1

i,

= .{x/x =

+w n

, w2>

,w2.

,W2

•W2

. . +w ; n

W1

.. w € v n

=> .Y £ w1+w2

w2£w

Sea Y6W2

Sea xewx

c <w1+w2>

W2

y W2

Wl+W2+

wi

w 12
subespacio de V que contiene

Wj+W

Sabemos que W^+W2

W1

o e

w . € W1 iJ

w,1

w2.
Dem.

W1

X E W.j+W.2

p.d.W1+W2

un e.v.

ser el espacio generado

tonces W^+W2 es el

C Wx+W2

con 0 6 W2

W1^'W1'

o w1+w2

:c w1+w2

Wl + W2

C W1+W2

x£wi+w2

Wl+w2..
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CURSO : "ALGEBRA LINEAL"

b) Se tiene' que V 2
<W.+W_> CLuego 2

T

Z con7> 2

Por lo tanto a

1

el sube-spacio minimo que contiene yes a

2.20.- Sea V unPROP . e. v. 2’ ’

se deja de ejercicio.Dem. :

K = IR2x2 k
{ A/A

(h 3^= {b/B V

En tonces:

C 9)[c/c V2

V.

De ejercicio probar los subespacios mencionados.

3Eiempl-d'-11. -

c • OEPARTAMENTO DE CAPACITACION 44 .

0

J

z:
2

= ’j_D/D

= {d/d

w n
1,2 n.

Sea V = M 
r-

n
W1*W

Sea V = IR" ; K = JR 
= f 11 xy - IR3

2 ^2

,w2

; a^w

Xj^+X

1-y A2€W2}

W2

C Wj^+W

W1

X1

W-l+W

X2

2

+ \W2

y

A j_+ A 2

1
z € <W1+W2>

w^+w

€ W±

H yz

Ejemplo 10.

y b se tiene que: 
<w^+w2'>= W^ + W2

z = >1W1

W1

W1Luego W^+W2

e w2

w2

(o

w2

IR3

w, +w„1 2

. W ± V nsobre K y , W 

es el subespaicio minimo que contieneEntonces W^+W2+ 

a cada W.. • i = 
i '■

z €.w1+w2

= X1W1

Wl+W2



CURSO : "ALGEBRA LINEAL"

Entonces:
= {x/.X ( a, b, o )}

= {Y/Y = ( o, b , c )}

={Z/Z = (o. (eje 2 )

ya que

u = X+Y

u

o

2.21. SUMA DIRECTA.DEF .

Sea V un e. v.

{v/v =

y lo denotaremos por W 1

2.22. DEF . UN COMO SUMA DIRECTA.e. v.

sobre. K.Sea V un e. v.

v 2 1
y se denota por

Ejemplo 12.

2

c 45 .DEPARTAMENTO DE CAPACITACION

de los subespacios W 
y solamente

o, c)}

«3

■W2

# wx © W

w^6W

W1

IR3

C W ;

X € Wx ,

© w2

W1

W2

+w2 W2 ywi

sobre K y 
ta al subespacio.

en una

Wj+W

Asi por ejemplo
(1,4,5) = (1,2,0)
(1,4,5) = (1,6,0) +

Se observa que u no tiene

W2

W3

V =.

son unices}-6 W2

Y € W2

£ W2

© w2

Entonces se dice que V es suma directa 
si todo vector de V puede escribirse 

forma.

u € IR3

- IR3

Del ejemplo 11 se tiene que 
IR3

V entonces se llama suma direc

w.1+w2

Wl + W2

Win W2

1-W2 
una

(1,4,5)
+ (0,2,5)

(0,-2,5)
una escritura unica.
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CURSO : "ALGEBRA LINEAL"

(z/z ( 0,0, c ) t (eje Z)

1 x+zu

(a,b,o) + (0,0,c)u

412.23.- PRO. V

© wEntonces V V = +2

n
<=> > © WDem V =supongamos 2

n wp.d. : V A2 2

En efector
v-e v-,- O w 2

forma uriicav en
v C W 1

2) y V

0 6 wv + 0entonces v 2
0 £ W,= o -+ v € W.v V con

= {o}luego v - 0 escribirsepor en 1 2
(4==^ .) p.d. V

En efecto ==> v con

Debemos probar que sev

supongamos v + con

entonces v + + +

V +

n wcomo y w y2 1 1

DEPARTAMENTO OE CAPACITACION 46.c

2
W2

+ W

= W1 
£o}

W2

wi

w2

£ w
w2

W1 W1

© W3

W1

+ w2

w2

W1

w2

Sea-V-un- e-.-v-- -sobre K y -W^-,

W1

y w X W , J z 2

W1

© w2

w2

W1

W1

W2

W1

W1

w2

W1

W1

v £ W±

2 
forma unica W. 0 W

Sea v € W^' © W2

Si W3

£ W1

z e w3

W2

+ W2
W2

W1 W2

W2

= wx

£ W2

v £ WJ + W2

£ Wj-,

0 w2

en forma unica
n ^3luego IR

w.C W.•-L X

y w'2 £ W

se tiene

con v

se tiene que u £R

---ig-- v- = Wy@ W2

escribe en forma unica 
w^ C W±

W1

W1
+



CURSO : "ALGEBRA LINEAL1’

luego +v

por lo tanto V 2

EJERCICIO PROPUESTOS.2.24.

3

A
B

* ir) ?3) s

0}{f/f (3)

4)

A
0}f ( a)B

c

5) V w
V' ?

6) x'

{(1,2,0,3,0),S

7) y KclRV
simetrica{es

{a/a antisimetrica^es

Wc

12 • !

8) Si X ¥

comoa

c DEPARTAMENTO DE CAPAGITACION 47.

j

Hacer las demostraciones pendientes 
Son subespacios de los subcon juntos:

f 1 ( a )

f 1 (a)

I

( 0,0,0,0,1)}

1)
2)

2X + Z} 
X - y]

= {(X,Y,Z) / Y -
= {( X , Y , Z ) ./ Z .=

Son subespacios de V = {f/f :

2 ■/

® w

vr.

W2W1

0 A 

f ’ f = o} 

[x e®2/

wi

= 1 + X }

W2

W1

W2

X1

X

3x3 

{a/a

en forma unica

c (R5

+
= {f/f" +
= IR2

Encuentre <'S’>-'donde S c (R y
(0,0,1,4/0),

V ?

+ wf
w2f

{f/f (-X) = f(X)]
Son subespacios de ^nia,b] ?

{f/f" + wf = 0 a f (a) = f’(b)} 

{f/f + w2f = 0 a f ‘ (a) = f ’ (b) ;
0 A

Z/?

2 V

(1,2,0,-3), ¥ = (4,3,4,-16)

Expresar a Z = (7,3,-4,5) como una c.1. de X e Y

c W

2W1

= W1 (±) w



CURSO : '•ALGEBRA LINEAL"

9)

y

10)

11)
/

<S> C <T>

tai queV12 ) Sea. V. ev sobre K y W

i

1j

13)

(.2,-1,2,3) .,

14) Sean
(q(x)) = o}w

wa. -

conjunto genefador de WEncuentre unb. -

DEPARTAMENTO DE CAPACITACION 48.

( 3,4,3 )}^>

d2 

dx2

de los subespacios 

<{(1,0,1),

Si S = V"1'?,!,3), (2,-4,-3,2)}
£(6,-12,-10,14) € <S> ?

<{*

Hallar un vector comun 
<(■{(1,2,3), (3,2,1)}>

{(-1,2,1,3) ,

W2
W1

Que valores deben tener X,Y para 
(l,X,4,.Y)e < (.2,-1,2,3)., (1,3,2,1)

W2

{q(x) / Q(x) € Pn[x] ;

PJx)?

= <tYj}n
Pruebe que

W1 +' W2

Sea V e.v. sobre K y S, TCV

Pruebe que 

Si S C <T>



CURSO : LINEAL""ALGEBRA

BASE Y DIMENSION3.-

cier

vectorial.
se

v VCV,e. v.

v

Ademas si . W V 0 e W
0 = Ov= Luego

COMBINACION LINEAL TRIVIAL.3. i: DEF .

rerrios

0 (2,4)

ProblemA

= ’ 0+++

se

(1,3,7)}(-1,-1,1),Eiemplo 2.

+ X 0

0 

OEPARTAMENTO OE CAPACITACION 49.

Sea V yn e.v. sobre K y
i Entonces sabemos que: ./

la tarea de datar de dimension a 
usualmente asociamos "dimen- 

def i ni ci on.-al

v n n

,v2,••

, v2- -

1 +

==> tai'que iVivi . , V ' n

°v2

a este,

Sea A = {(1,2,3),

+ X

+....+ 0vn

+ X3 (1,3 , 7 )

Ahora pasamos a 
tos espacios vectoriales, aunque 
sion" con algo geometrico, debemos encontrar una 
gebraica apropiada para la dimension de un espacio 
Esto se hara mediante el concepto de base de un espacio.

una c.l. todos los escalares son nulos, entonces llama- 
combinacion lineal trivial. K

2C.fR

si v€

Si en

Si se tiene que:

^1V1 + ^2V2
■tExisten escalares de manera que se tenga una combinacion 
lineal diferente de la-’trivial de modo que se cumpla la igual 
dad?

Entonces:
+ X2v2 + A3v3 = 

\(l,2,-3) + X2(-l,-l,l)

+ 0 (5,-4)

.Ejemplo 1. - Sea S = {(2,4) , (5,-4)}
Entonces la combinacion lineal trivial de S es:

C.fR
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= 0+
>0+

= 0. J+2 3

Si 13 2

3.2., DEF .

"i ...

0+ + 

fini to y L.D. que

INDEPENDENCI'A" LINEAL (L'.I.)3.3.- DEF .

Si 0 0
con los

SiOBS.

PROP.3.4. Sea V un sobre K y S, CVe. v.

DEPARIAMENTO DE CAPACITACION 50.

. . V n

. . v n' v2' '

• v2 ' '

OBS .
los vectores

De las definiciones de.dependencia'e’independencia' lineal'se 
cpnc-luye triavialmente lo siguiente:

1V1

V1

,v2..

3
3>3

- . V ' n

3X1

= - ^3

7\

V1

1
2\

Sl-

■ El sistema tiene solucion diferente7 de la trivial./
= -1

no son -tqdos nulos.

2

+ >

y es--

v=' -2

Sea V un e.v. sobre Ky SCV. . Entonces S se dice linealmentei 
independiente si existen vectores v

calares/’X, , XlA C K1 - - z < n
/ X i , v. + X _ v o +A v1'1 .22 x n ,n

Con la- condicion que los. 'e'scalares

L .1., entonces diremos que los vectores

Si S es

S es finito y 
son L.I.

'S

S2

. . v S tai que?v..+ X v n n

entonces diremos simplemente 
s c/n L . D .

1'V2''
\ = ^2

/X
Luego existe una c.l. diferente de. la trivial. \-

+ ^2v2 "*■

X. € Ki

/ 
■I

i / \DEPENDENCIA LINEAL (L.P.,)

Sea V un e.v. sobre K, SCV. Entonces S se^d.ice 1 i-nealmer.te de 
pendiente si existen vectores diferentes,v^ 

tai queY 
. .+>n



1

C U R S 0 : "ALGEBRA LINEAL"

Entonces:
1) S es L. D_.
2) l. i: ses

3) Si S es L. D. L.D.es

4) Si S c s A es

de ejercicio.Dem. se

K = iR. Ejemplo 3.- Sea V

(1,3,-1,2)

(2,0,1,3)

= ( -1,1,0,0 )

Los vectores son L.I.

0 +

X(1,3,-1,2) + >9(2,0,1,3) 0 +1 2

= 0+ 3
0 0++

= 0+

0^ 0 J+ +

Ejemplo 4. . K = IRSea V y

(i,i)

d,o)

(0,1)

Entonces son L.D.

En efecto
= 0 + +

51.DEPARTAMENTO DE CAPACITACION

4

L.I.,-
>

Si ,O.G S
Si S = £v}

de j a

^(-1,1,0,0)

>3 >2

En efecto
Vi

y..xi 'X2

°, 
y S C S1

>2X2

>3X3

rxi.=

K4,

>3X3\X1

-X3

3>i

A

•X2 ■X3

2^

°>2

3>2

2 'A £ +

X2'

S1

y s2

X3

X1

1R2 X1

e ir4

xi

X3

Xl-

+ o>3

X2

X3

X2

S2

A

,x2,x36ir

con v

es L.I.

+ A 2^2
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5+

—>
+ 3

por ejemplo

1

Se tiene entonces que
0 ++

Luego decimos que X deL.D.es1
decir X ,es 21

ssi..Entpnces _conc 1 uimps que X es.L.D.1
X

3.5. VECTOR DEPENDIENTE.DEF .

Sea V. sobre K.
£ V si Xde los vectores X se1 ’ '

de la forma?

X e kX 2X2 + con '1

sobre K, e V3.6. Sea V.PROP.

ssi

1
Dem.

3.7. C V tai quee. v.

. . , X L.D.es

...,x }
’ nJ L . Ies

DEPARTAMENTO DE CAPACITACION 52

+ o>3 =

,v2,.

=
= <X1

- v2’ ■

,x2,.
,x2,.

v,vi

<X2'

Y por otro lado Xn ±

X3 =

n+J

°>2

\X1

X3

X^I.D +>2(5L;,0)

- . V ' n
v € <v

,S2

- , v ' n

>1

>3(0,l) - 0

= OJ

de X3

+ "^2

' v2’ ’

+ A„X

de Ios.-jv^
. , v s ' n /

■ . X ' n

de los X2

sobre K y S^

y x3.
xi

y x3.

+ A x n n

X2-X1

S1

X2 =

El sistema tiene solucion diferente de la trivial,
A -] =~1, A- = 1, Aq =_j. z j

se deja de ejercicio.

S2

X3

X2

X3

y x3

PROP.. Sea V un

un e.v.

es c.1.

Entonces' v es L.D.

son L.D.

es L.D.
un e.v.

Por lo tanto X^;

Entonces unjvector x£V, se dice que- 
puede escribif.

X2 +
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Entonces

Dem.

= 0+ 06+

con los no

V 0 L.I.Pere

Luego XOZ n+1

2

3.8. --.PROP.— Sea -V1 un.-e.v-. sobr-e K.— Entonces

1) tai quei

ssi2)

< S— { v} ><s>
se deja de ejercicioDem.

3.9.
se tiene queSr

de los restantesc. 1.es

.se deja de ejercicio.Dem.

vectores coplanares y' no colinealesEjemplo 5.- Sean X 1 ' I

53.DEPARTAMENTO DE CAPACITACION

x.
i

•V .
1

X +1 n

a.
1

.^ssi 3

^n+l

. . V n

X n

.oL X n n

X n

+<y x n n

n+1

Vi,

3 v 6S tai que

,x2,.

^1X1 
todos nulos, Oti£ K

iXi

. X" . n+1 n+1

Vl-

-X3

,x2..

'X2

^2X2 +

v2

Vl--Vl"

= {x1

x n+1

^n+l

X1

S1

, V . ...... Vi+l' n

X. , n+1
X n+i

+. . . . + /p^-n \

k+i

PROP.
•■V

es combinacion lineal de los X^ 
n = E i = l

Sea V un e. v .
es L.D.

es L.D. 

ya que S2 es

p. d . 3 K tai que

en general ScV es L.D.

• V son L.D.

sobre K y ScV.. . Entonces si

Haciendo a
i

= - A55!

se tiene



CURSO : "ALGEBRA L I N E A) L "

'X3>S

X3

s

nerar

PROBLEMA:

sin que

La idea ba

vectores LD

efecto,En

entonces

+

, X \ , nz 'Por lo X se puede escribir detanto

las formas:

X = p.x• . a) + (3 X ' , 1 n n+ + 11
X = ((31+ C^) Xb) + cL+

tiene que X^’xXDe b) se 1
por lo tanto

DEPARTAMENTO DE CAPACITACION 54.

O^i € K

este caso,
,x3}

l'X2'‘
cambie el subespacio generado por {x^,....X ”} ?

‘ X n

X n

Entonces
<X1-X2

que podemos -obtener un• 
que genere a.S prescindien-

) n-1* n

,x2.

,x2,.

Luego podemos concluir, es 
subconjunto minimo del {x 
do de uno de los

Si X n

= ctlxl

-X2

1+

P2X2

+c^ ,n-1

es un piano

X n-1

X n-1

X n-1

3.10. PROBLEMA: c Es posible descartar los vectores- 
sobrantes de cualquier conjunto finito {X1 ..X^, . . . X }

comenzamos con

Es claro que se tiene mas vectores 
que los necesarios para generar el 
piano S, ya que cualquiera dos de 
ellos- son -suf icientes ;—Por otro la
do sabemos que al menos dos vector 
res son siempre necesario para ge- 

3
un piano IR

X , n-1

'X2------Xn>

1-X2 
tres vectores.

+ CX2X2

si xe <x1

es L . D . de Xj_

<x1,x2..

RESPUESTA: Si es posible (ver ejemplo.5). 
sica es obvia’, sencillamente prescindir de tantos 
cdmo sea posible.



CURSO : "ALGEBRA LINEAL"

hemos prescindido del vector X en el conjunton
X } sin variar el subespacio generado.n

Si por el contrario, entonces

lo conservamos.

-Si—r-epet-imo-s—es-te—pr-ocedimien.to-..cbn. cada. uno de—los-X. .uno tras
i

A c y que genera el mismo subespaque L.I.

<A-> 2, . .

Luego hemos demostrado la siguiente Prop,

sobre K y SCV finite3.11. Sea V unPROP . e. v.
y

<A>

Dem. Hecho arriba
condiciones de definir base de unAhora estamos e. ven

3.12. BASEDEF .

Entonces un conjunto EGV, se dice ba-sobre K.e.-v.
se

1) E
2) V

Ejemplo 6. Sea V

{(1,0), (0,1)} y se llama laE
base canonica.

DEPARTAMENTO DE CAPACITACION 55 .c

X n

. . X n

X n

Sea V un 
de V si

. X

,x2,.

xj -

de

l'X2,. 
cib que {x^, X2'
—es -dec-ir

Y en este caso

es L.I.
= <E>

. . X . n-1

2 es una base de |R

tai que A es L. I.

{x1,x2.

Entonces existe ACS,

no es L.D.

2|R ' K = |R, entonces

otro, dejando a un lado X^ si es L.D. de los restantes vecto- 

res del conjunto (posiblemente ya modificado) y conservandolo 
en caso contrario, es claro que obtenemos un subconjunto

[x
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= {P(X) / grado^PCX) 2}Ejempld'7. V

es base de VEntonces E

1) f(X) =si f e v + +

luego ==
2f<x) e<i,x,xz> v = <E>

2) L.I.es

s ob r e K x EC V tai queSea V un e. v.
X } . nJ EntoncesE 2'

combinacion li-.unicaE es base de V v v e v, existe una

(=^ )Dem.

unicap.d: v en forma

En-.ef ecto E base de V V

v C Vv

Sea v de v

ri A . XLuego v-v i i
i=l

0i

Entonces 0 por que Ei
unicaExiste una- CC. c. 1. para v.1

( £ ) p.d. es base VE

1) n
en' forma unicaV v

i =]

DEPARTAMENTO DE CAPACITACION 56.

n£

a o

. X . 1 1

supon'gamos E base de V 
n= r >i=l

- cC.1

- neal -de los X^£ E

(7 - Cty)

V. , > 1'

a2

iXi

Trivialmente-{1,X,X^J

- ‘Vi

Vi

al
X +f (X) = a • 1 + o

Tenemos que 
v £ V,

al

X1

Xi-

x°

K = R 
= {i,x,x2}

a2X

x2

aixi otra c.-l-.

es L.I.

3.13 PROP.V-X
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luego V =

..X }' nJ2) p.d. L. I.es

0

forma unica0 + OX enpero

= 0 y

IR Tai queEjemplo 8.

dondeE

1,0,0______0)

Entonces E

)YEn efecto,

que

Y

+

. .1)Y

Y . . + 2

Luego
+ .■..+

+. . . +

+ . . . +

• > n

Y
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/A

Y.
1

■A 
n

= Y n

Y n

+ CX^X

n

n

OX n

= 0. n

+ C< X n n

3+*

,x2,.

...xn)

“lxl

!Xi

y K =

...y

v e<x1,x2,.

= a2

n

+ >2

^2

= (1,1,1,- 
base de IRn 

sea Y€|Rn

Y1

(Yl,Y2,..-..Yn
debemos probar que existen unices tai

n 
E > i=l 

Y = X X

Y1

= Y2

“ Y2 - Y3 '’ 

=» J ! E £ IF.Yi+1

1X1
X1

X .1 
es

= V

..+v

Entonces =

2^2 +

E es L.I.

y E C V

Y2

Por- lo tanto E es una base

0X1 + 0X2 + 

luego se tiene que

Sea V = IRn 

= {x1,x2,

lE + 7>2X2 +..........+ Exn
= X (’1,0, . . . 0) • + ^(l,!, 0, . . 0) +. .+ Xn(l, -

= (X +X +....+ X. ,"X^ + 'X 12 n ) n
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unicaen forma

Luego E

3.14. PROP. Sea V un sobre K. Entoncese. v.

1) e v y V evL. I.son

* L. I.on

2) <S> —>y v Gv -scv L. I.si es
es independien.te^S V

Dem. :
1) L . I.es

en efecto
0

Si i 0 + ...., Xv

v

Ya >que 1
a =luego se tiene que o y lo tantopor

a =. 0+ +. . . . +

0 L . I. ,ya que v son1
Y.-;S6 tierie que

L . I.2 v, v son1
2) se deja de

Entonces3.15 PROP. Sea V un e. v.
V tiene una base

= {S/S -Sea MDem V y S es

DEPARTAMENTO DE CAPACITACION 58.

Entonces 06 .
i

X .
1

En general,

{v}

0<
n

v n

v n

ej ercicio.

v n

. . v 
n ■

. . v n

+ .... + OC n

L.I.}

. . v n

. . v n

' v2' ‘

CX v

' v2' *

' v2' *

' v2 ’ •

+ 062v2

0 Vi

V C v - <^-v — v , .12

v n1V1

+ C/1V1 + . . . .+(X n

p. d.v,

v'vl

. . V n

vlv2•’

OC= 0 Ct.
1+ 06^1

Si

V.
1

OC y

ot2v2

•■Vn>

- <V1V2- ••■•%>,vo,...V ' 2 ' n

es base de IRn

sobre V { o}.

nY = z \ 1=1



CURSO : J"ALGEBRA LINEAL "

* 3 v GV, / 0v

=> M 0Entonces

M esta ordenado por inclusion y si S en-i
tonces:

i €/N

elemento maximal StieneM un
tieneEntonces si S se

<S>
(Prop.3.14)es

contraccion, puesto que S

Luego S es una base de V.

3.16.- INDEPENDIENTE MAXIMALDEF .

s’obre -K y ScV. Entonces:

elC S 1*

si:

1)

6 S2) L.D. ¥ wes
1’

sobre K,y ScV tai que3.17.- Sea V unPROP.- e. v.

<S> = V con

dependiente maximal. 1
Se deja de ejercicioDem.

Ej emplo 9.

1)

2) Sea H un subcuerpo de los C

DEPARTAMENTO DE CAPACITACION 59 .c

Luego por el lema de Zorn, 

una base de V,

/ V

£ V - < s>

{x

{x

,x2..

{v} 6 M

...X }in PJ ~

una base’V.

.X } 
' p-

Se dice independiente maximal

si [xi,

X2,

Us . € M ;1 '

[Xp x2,.
• -xpl es

X }PJ

XEJCS

Lo que es una

X2-

V {o}

Entonces £x

Sea V = IR3 e. v.
E*:- {(1,0,0) ,

y {x1.

Es un conjunto L.I.:
Xo ,.... , X , w}2' ' p' J

Sea v

es una cadena en M,

no es

Sea V un e.v.

es elemento maximal

-- > S U { v} es L„I.
S U { v} 6 M

sobre K, entonces el conjunto .fini to 
(0,1,0), (0,0,1)}, es una base de 'V



CURSO : LINEAL"" AL G E B R A

f funcion polinomica}= {f/f :V H H;
y definamos

r.

}entonces el conjunto finito, 1

3.18.- DEF. DIMENSION FINITA..

sobre K.SEa V un e. v.
De lo con

trario es infinita dimensional.

3.19.- C V- taiPROP.- sobre 'K y S 1

1

1
Entonces

Se deja de ejercicioDem. :

sobre K y S - V tai que3.20.- PROP.- Sea V. un e. v.
V = <S>

€ Sv G V tai que v con v i

Entonces U
se de-j-a-de -ejercicio.Dem. :

(Lerna cambio de Steinitz)3.21. PROP.

Entonces1
<2v i. 1 c S tai quei

1

DEPARTAMENTO DE CAPACITACION 60.

Entonces diremos que V 
dimension finita si tiene una base finita.

#(Si) = i

S.
i

y <(S-Si) U {v

= {w

que:

= [u
,w2, .

,v2,.

'f2>

fr(X) = X

.. v . 
1 1

V = <s1>

,s2.

' U2

Sea V un e.v.
<S> = V y [v - V2'. 

n, 3
■ -vi^ = v

. . u } , PJ

. .w } , 
p

S1

S2 S2

# s2 # sx

es Una base de V.

es de

E = K-f

n

i=l
S -{v..} U {v} genera a V con j 0

sobre K, ScV tai que

' nJ

r = 0,1,2

Sea V un e.v.

es L.I.

es L.I.
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Dem. :

c V tai3.22.- PROP.- Sea V un e. v.

que

{x
<- mes

Dem. :

elementos es L.D.

-EH efecto:
. . YSea S 3

= n > m
:?Jomo:

3 A. . 6 K tai que 3

p.d.

, X- e K tai que

A + 3 3n

A

n
Jj=l

todds nulos •’XComo; n > m no

(3.1.)= 0j
Luego; = 0 ‘con+ + j

lo que implica. S 3
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Y .3 X .1

A. .13

X .1*1)£ &

V Y_. £ S

A . . X .)

i=l J

v = <si>

13 m

Y2'-

-S2

x } ' mJ

2Y2

\Y1

se deja de ejercicio.

> Y n n

1Y1

xi

i' M2' ■:

+ ....+ >nY

 3 escalares
n 

tai que 
3 = 1 
\Y2

finite y #5^

tv

sobre K y

Entonces si S£

V = <s1>

y s3
#s3

S1

3 = 1

-n
= E x-v-
.3 = 1

Aii

S2

Aij

S3 
escalares ?\ n .

Basta probar -que cualquier subconjunto de V que 
tiene mas de m

l'X2'

es L.D.

&

no todos riulos,

Sean -los n

c V

es L.D.

es L.I.

1' ’ ' ' ’^n
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(Para 3.1), recordar AXNOTA: enton

ces existen soluciones distintas de la trivial.

3.23. F bases de VPROP.- Sea V un e.v.

E y F

V de dimension finita ==> tiene una base finitaDem. : V

V = <E>

otra base de V Fy sea

finite y #F.- #E,Prop. 3.22,Luego por, tiene que F esse es
decir q £ P
-Aplicando - el mismo criterio, ahora para F base de V ==>.V-= ^f)’
y otra base E de V E

Tenemos p - q
#F)(#Ep - qLuego q - p A P

Es ta Prop ..-.nos -permi-te- def inir- -la-dimension-de -un- espac-io—vec
torial.

3.24.- DEF. DIMENSION

entonces se defiSea V un e. v.

dim V = #E

OBS.-

3.25. PROP.- Sea V un sobre K con dim Ve. v. n

Entonces:

1) 'Si SCV con #S S L.D.m n < my es

JDEPARTAMENTO DE CAPACITACION 62.

sobre K y E base de V, 
ne la dimension de V por:

sobre K y E,
Entonces si V es dimension finita

dim {v}- -=--l 
di-m {o} = 0

...Xq}

=• q

V 0

son finitas y #E = #F

0 con A£M conm<n, mxn '

se tiene que:

es L.I.

es L.I.

: Sea E tai base

E = {X1'X2........ 9
F = [X1,X2,.
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p .’6 n2) AI. Py

entonces S 1

V3) = q y q <n2

4) nrr

3

5)
es2' *

Se dej-a de ejercicio.Dem. :

n3.26.- PROP.- e. v.

Si W VEntonces
base finita de WS es

un conjunto L.I.Dem. :

• Si
SCV

base de.W0
W

s V0

w es

Si <50# W L.I.S es1

Si <SO>= W es2

anteriorSi <S0# W2
:bb-_n,

1
que
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y S C W 
finito y parte de una

S n U {u 'U2'

y
Extendemos S

* <S2>

<sl>.
se tiehe'"la'.demos¥.7

y S CW1 oSea Sg

Si <S3>‘ = V con #S3 .= 

y si r = n entonces S

Si-.S1
es base de Vy si p = n

#S n

S2 “ "1 
ddride ^2
S2 es “base de W’ y 
tracion

= S0

#s1

so
S1 “ "0 
donde u

aplicamos nuevamente el proceso 
hasta que en no mas de, n, etapas se 
tiene un conjunto:

.u } nJ

a una

es base V

es una base

es una base ’de W

Sea V un

es L.I.

y esta demostrado 
es L.I.
^<So>1 £ w, u

es una base: W y. se tiene la demos- 
tracion

U {u2}
€ W, u

S es L.I.

Si S2CV con #S

C V es L

Si <3^

y S C W tai que sqcs entonces

Si <S0>-= W
Si <sn># W

sobre K, dim V

Si [w^, W2, . . . . Wt} es un conjunto generado de V, entonces 
algun subconjunto de {Wj^W^ - . . . , es una base V
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V propioSea V un3.27.- PROP.- e. v.

con dim V Entoncesn.

dim Vdim W

tiene una base finitadim V VDem. : n
Entonces por

escon

#F n
dim WLuego n

€ VV propioPero W A

SI E se

#E < nPor lo tanto:
< dim Vy dim W

OBS .
D.im V1) V entonces dim W. SI W

dim W dim V V<=«>.. W

L. I.e.v. sobre K y SCV es3.28.- PROP.-
parte de una base de VS es

deja de ejercicio.Dem. : se

Ejemplo 10. y K = IRSea
Si W * V

0dim W = 1 rectasv
pianosdim W = * 2 * ‘ "W v

3dim W
dim W = 0 W

K = IREjemplo -11. Sea V
<(1,-2,5,-3), (2,3,1,-4),W

1) Haliar dim W
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espacio
or ig.en

' finito y 
<•

2 
tiene que

W V
(3,8,-3,-5)>

Entonces:
E U [w

= {v,w} ;■
W = /R3

{0}

itF,

2^

las proposiciones anteriores existe F ba 
0 y wn CW, ademas F

sobre K y W -

W1 W1

w2

dim W = 0,1,2,3 
W = {v}

W

IR4

se de W tai que w

es base W,

Si V es un

es L.I.

V = IR3
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2) Encontrar base de W
43) Extender la base W a una base )R

Sol.

-2 5 -31 -2 5 -3 1
rv2 0 -7 9 -23 1 -4

3 8 -3 0 0 0 0-5

(2,3,1,-4)}= {(1,-1,5,-3) ,Luego.: E

E es L.I.

E 1 = E U
E '

3.29.- PROP.- sobre K y dimSea V un ye. v.
V

Entonces:

dim (W. A Wo)1. 2
<-.Dem. : V

de dimension finitaV

<-V

Luego:

DEPARTAMENTO DE CAPACITACION

■

Por-o-tro. lado :

W1 +

Del conjunto generador de W debemos encontrar 
junto minimal generador.

F =

+ dim W£ -

G w2

+ W2) .= dim

W'i +

W1Yl'

wl-
W2

+ w2

. , X , p

dim (

— -> E -.-es base de W ==> dim W=2
4 entonces debemos

W1

Luego los tres vectores dados 
se puede descartar.

un con-

w2
W2
W2 -

W1

es de dimension finita y: .

y < e > = W 
parte de una . base, de IR

a E para formar la base, tales que.estos.no

V = n

Si dim V = n

es tai que
ECV es L.I. —> E es 
agregar dos vectores 
pertenezcan a <E>

w2

x2--:.
y W2

.R4

finita y , 
es dimension finita

W2 ~ V’ ^imerisi6n finita
=> 3sbase finita {x.., Xo, X } de. 1' 2' . p'

y es parte de una base de

ED

{(o,o,i;o), (o,o,oi)}
es L. I. y #E‘ = ’4 -■ E' es base de

YoY } base de 2 m

son L.D. y uno de ellos

que.estos.no
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Z

(3.2.)L. I.es

}

2

+ W_)= dim W 2 •12 1
la demostracion de la L.I. se deja de ejer-Nota:

3 tales queEjemplo 12: V = IR K IR

= {X € IR / X =

3 ( o, o , c)}/ X =

v y1'.
V =

dim w. + f'dim W 2 ’1 "1
2 + 1 -: o

3dim IR 3

cron .3.30.

V,

Ejemplo 13.- Sea V K = IR ,
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En (3.2) , 
cicio.

. . Z qPor lo tanto (x, X ,L 1' ' P
y se tiene

base de

y
3

. . , Y , ' m

Ademas el conjunto generador
Yl,.

zl> Z2.

+. dim ^2

dim •(W1@W£) = dim

es base de

+ dim W

Yl--

zl”

dim

+ dim W2
wl-

dim ( (3 W2 )

y wlf 
( a, b, o )}

+ w2

W1

dimfW^

PROE. .-...Sea ..V un: e. v. ..sobre K. y._ W^, _W_2 . 
de dimen'siones finitas. Entonces:

+ w2

W2
w2

W2

W2

Dem.: se deja de ejercicio.
[R4

entonces W

4 W C IR

+ dim (W^+W2)
- dim (W^nw^)

. -.Y , m

. . Z } q
se tiene:

G = Zl' “2---
Por pr.oposicion anterior

\}>

= (p+n) + (p + q)
= P ..' + (p + n + q)
- dim (W1Dw2)

w!® x2 
dim (,W^ + W2)

wi :
= {X £ IR
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f( X7 Y, 0Z ,w
X Y Z1 X + 3Y + 3Z + 3W 0

W -Entonces V

2• dim W

= o}Y, Z ,

Y, Z , -Y,

c w o ;Sea L.I.

0Pero W

una base de Wa

€. WSea

(0,0,1,-1)E U

Luego

nos

dee. v.

3. 31.

deentonces una base ordenada

OBS. :

67.DEPARTAMENTO DE CAPACITACION

W) / X = 0

^z)

X n

Y + Z

/ Y, Z £ IR}

W) / 3X + Y + Z + W

W = 0

(0,1,0,-1 )=> {Wj}es

con W2 

(0,0,1,-!)}

w2

W1 W1

W2

' n

. . . . , X ) es base de V 
n

W1

X2'

Veamos'ahora una aplicacion inmediata del concepto de base, 
referimos al concepto de sistema de coordenadas.

xl-

no es base de W

Sea V un e.v. sobre K,
V es una sucesion de vectores de V,

X2-’

+ w

es una base ordenada de V S

es L.I.

das en V.

^/O

•w = {(X,
W = {(0,

Extendamos
e. w - < {wji y ;

= {wj U {w2}

= {(0,1,0,-1), 

•y W = < E >

E es base de ,W

DEF. BASE ORDENADA.

Una de las caracteristicas utiles de una base E en un 
dimension n es que permits esencialmente introducir coordena-

Si X1, X2,..

==^ bp

que son L.I. y generan V.
/C?4o
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1'
se

en forma unicav

Es decir 31 'X ) n-upla ordenada de1 2 i n
a

es i

3.32.

Sea V un y E =e. v. 1

v i

se define el vector coordenado de v en la base E
por:

We =

con la i-esima coordenada igual a

Ademas los vectores format en sistema de .

- ,n

2 s e a n- 'las b a ses "or d e n a da s
E y

define el sistema de ejes coordenados .E

= <(1,O)> eje de abcisas
<(0,l)>’ eje de ordenadas

68.DEPARTAMENTO DE CAPACITAC1ON

J

c

. . V n

{v

Sabemos que si E = [v 
tiene que Vv €. V 

n = r 
i=l

>n

V2”

,v2

> . X .1 1

v2,.

,v2}

. , v } base ordenada de.-rV
' nJ

W1

W2

se Haman ejes coordenados

escalates de K, Hamada coordenada de v con respecto 
la base E, donde la i-esima coordenada de v

v .i

E jempl-o- -1-4-- sea V- = -R•• ; ---K = 1R—y
= {(1,0) , (0,1)}

F = {(1,0) , (1,1)} 
2Entonces: en JR

rectangular.

base ordenada de V.

vl'

"1
^2

'Entonces si

sobre K, dim V = n

coordenadas para V y 
W± = <v±> Vi = 1,2,..

DEF. VECTOR COORDENADO.
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•Y F coordenado oblicuo, cu-

= <( 1,0)>

=2e1 +2e^

el

SI X = (4,2) y

OBS. :

1) Toda n-upla n-upla coordenada

base .£ E

correspondencia bi-una

V 
■>

tai que conserve la +•y •

2) cambian las coordenadas de un

. 3) de

Las respuestas las veremos mas adelante.

Ejemplo 10.:

E

69.DEPARTAMENTO OE CAPACITAGION

cSi se. Gambia la base de V, 
vector?

2
2

4
“■ 2

x=1,®1 +

V b

Luego cada base ordenada determina 
tmfvoca

♦>----------- c---------
e’ =./(1 ,0)

2 t. 1 ’1 \

y(’.0) n

2e2

para algun vector v €. V, 
a saber L^)<. v.. ;1 1 '

y w2

Kn
ex, ,A,___> )1 z n

es una

W1

V .1

define un sistema de ejes 
yos ejes coordenados son:

(^,■>2.............. ’Xh) £ Kn

-►----------------
e1 = (1,0)

(sen e-, cos 9)]

ME

2
En IR definamos las. bases ordenadas

cQue relacion existe "entre ‘Tas’ diferentes”codrdehadas 
v€ V, para diferentes bases?

la base usual o canonica 
F = [(cos ©, senG) ,
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Si entonces

cos Q sen Q
[v] -sen Q cos 0F

notar que: P

(1,1); Si © y V

1
(1,1) E 1 J

2 21[(1,1)] F 0 0X ’ 2

3.33.- EJERCICIOS PROPUESTOS.

1.- Hacer las demostraciones pendientes

= Q , 1,0 , m)2.- Si

(3,-l,n,-l)

(-3,5,m,-4)

Dar condiciones necesarias y suficientes (C.N.S.) para ■:/

y encuentre la dependencia.sean L.D.que v 1'

3.-.. Sea. W
Pruebe que y dim W = 2W

4.- Dar C.N.S. para que X,Y,Z L. I.sean

5.-

S
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,x3)

F 
17/4

= lXl

me

X2.!
X ’

3'X1+X3^

X^cos©-+ X2sen0
-X^senO + X^cosO

X1=1

Sean X , Y, Z , e IR3 .

X2.

,x2

V1

v3V2’

Sean S±

(rotacion en 0 de la base candnica) 
>1

Me

V3

Derhuestre que si S^

V2

y s2

= . {(X, Y, Y,-X). ./. X,Y.€1r} C IR4 
IR4

e ir4

2 es L.T.

X1
X2

= [xi+x2> X2+X

es L.I.
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6.-

47.-

8.- los vectores:
= (4,-5,7); =(2,-l,l)

a:

9

es base de W?

10.-

11.- V "base de V
E
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2 = 1}2
1

cEl subespacio referido anteriormente es igual 
<(1,-2,3) , (3,0,-l)>

Si V = IR , K = |R i.Es posible formar una base de IR 
contenga los vectores (4,-3,0,0) y (0,1,0,!)?

4 que

v2= (3,-3,4) ;V1

+ X22

v3 , -4
Hallar un sistema minimo de generadores del subespacio que 
los contiene.

Encuentre una base Esde W si
W= <(1,2,2,1), (0,2,0,1), (-2,0,-4,3)>
y luego elemento [v]: VCW E
cF = {(1,0,2,0) , ( 0,2,0,1) , ( 0,0,0,3)} <

Sean en |R^

=(l,l,-2); v

X3

[Xj / - Grad P -^--2}--y- -E- = [1X^l-,- ( X-l) 2]
Encuentre [vj si v - 2X - 5X + 6

Encuentre dim W si W = {x€[R^ / X

(c,d) sean L . I.Dar C.N.S. para que (a,b),
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4.- TRANSFORMACIONES LINEALES

mos me-

e. v.

e. v.

e%. v.

4.1.

Entonces la funcion T.
■ T V W

1) e. vv
2)

OBS . :
1)

e. v.

en los e. v.

2) se pueden cambiar las condiciones
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En la definicion de t.l.
1) y 2) port

T(v)v b

' V2
V £ K,

V1+. v 2 ) — 1 v v

= <XT(v1)
T(vi 
T(:OCV1)

se conocen

se dice que es una transformacion lineal si:

Sean V.W e.v. sobre K.

Las funciones mas sencillas, pero tambien las mas im- 
portantes, que surgen en el estudio de los 
como transformaciones .. lineales.

DEF. TRANSFORMACION LINEAL (t.l.)

V1C V

Una t.l. T es u'n.a funcion1 que envia sumas en sumas y pro- 
ductos en productos sobre
Es decir t.l. es compatible con las operaciones definidas

Si fijamos nuestra atencidn eh los e.v. reales, nos da 
cuenta que el estudio hecho puede ser descrito de la 

jor manera como una modesta generalizacion de algunas de las 
ideas implicitaS en la geometria analftica. Aunque terminos . 
tales como L.D. y L.I., subespacio, base y otros pueden que 
noShayan sido familiares, lo cierto es que ahaden poco al co 
nocimiento del los e.v. ensehadds en la geometria elemental. 
Todo esto cambia, sin embargo, tan pronto como estas ideas 
se usan para estudiar funciones definidas sobre

TfVj^) +. T(v2)
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+

De la definicion de t.l.3) se concluye
T (0) 0

4) es decirUna t.l.

Entonces T4.2.- sobre K.Sean V,WPROP. e. v.

T V W->
 » T( OCt_l.

se deja de ejercicio.Dem:

W •4.3.- sobre K y T:VPROP. Sean V,W e.v. una->
t.l. Entonces

1) . -T(0)

2) + 2 n
Se deja de ejercicioDem:

-Ejemplo 1. Sea T

y V

En efector:

?1) T(X+Y) T(X) + T(Y)
(X+Y) +

X
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 0•

(X1;

v, x1? 2

(^,Y2

X2b

(Reflexion respecto del eje X^)

+ Y2>

+ >2V2

1
f-.

-(Xj-

T(V2

lVi

= 0

V1

+ > V ) = >.T( vn ) n n 11

V1

: IR2

+ PvT es una

Tttv

2V X ,Y e IR

2J 
'v2 £ V

2 W = R y K = fR

IR2

conserve las c.l..
n- Tfv-J
i=l

v2) = CXT( v1) + T( v2)

T es una t.1.

= T [(X , X )
.. ’ H-2

= T (X + Y

+ 'XOT( v~ ) + . . +> T( 2 2. n

2) = C<T(v1) + PT(v
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Xo) + (Y

V OCe jR,2). T(<YX)

= OCT(X 1 '

E jertiplo • 2 . V w

XJ

K = IREjemplo 3.- WSea

T

7X)( 3X,

T

WEjemplo 4.-
1 T(X) = 0X v x e v

transformacion1'lamado y secero,T unaes

VT
XX b

Hamada de denotaidentidad yt.l. , porse

y-
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X OCT(X)

t.l., 
0.

X2)

Y2>

. = OC(XX,-

, CCX2)

" oCX2)

X2)

Y2>

(X X2). i—>

= T((XXT(CC(X1,X2)

+ X

1 Q TI

^Xj. T rt2' '2'

(Rotacion en 0 = 4)

IR2

IR2

y K = IR

-R2

= (Xj^ - X2) + (Y-h 

= ’T(X) + T(Y) -

- X2

(R2

2 x eiR

T es una t.l.

: IR ----->

V = IR,

(x-l+y.^

indica por Tq o

V -—>

T(X)

JT es una

2 T :• IR

es una t.l.
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Ejemplp 5.- K = (RV

T

f(t) dtT( f)f ->V

ba x

T es

Ejemplo 6. T

T( f) f •

a (T(f) D( f)T es

Ejemplo 7,. - T: ----- >

T(X) AXBX e ■>

t. 1. , donde A £ M'T es "una nxn

Y PRODUCTOS POR ESCALAR4.4.- DEF .

1.1. tales que:Sean V,W e. v.

W

1)

€ K2)

4.5.- DEF.

sobre K, se define:Sean V,W en toncese. v.

Hom(.V,W)' = {t/T: V W T es
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=

M.rn-xm M mxm

f t

T2

(T, + To.) (v) = ’i. ._L Z X
( A T1) ( v) = >T1(.v)

y BCM1 mxn

—>

t.l}

T T * 1' 2’

Entonces se' definen las-sumas y pr-oductos siguientes-: .

sobre K y ,

T1(v).+ T2(v)

SUMA DE LOS t.l.

V e V

una t.l.

una t.l.

CONJUNTO DE LAS t.l.
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(Hom(V,W)) entoncesSi T4.6.- PROP. 1'

1) € Hom(V,W)

£ Hom(V,W) >€ K I

Dem:

1) ++++

++ 1

+ (T1

2) Se deja de ejercicio.

2

Entonces: . + D ->

f'+

+ D)(y)Luego:

4. 7 PROP.-

,en

e. v.

se deja de ejercicio;• Dem: •

V;'W" 0 y f funcionj4.8. PROP.
Hom(V,W) AEntonces

Se deja de ejercicio.Dem. :

4.9.- PROP.- e. v.
fini tas, unay
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+ y • , dado 

tiene que

= D,
'2

f"

£ Hom(^ [a,b] , )

+ T2)

+. v2)

p.d., (tt

= <^(T1

fev1)t2)

2= <-D - y +- Dy.. - ( D2

V2

+. T2) (v2)

(O6v^

+ T2)(vx)

+ T2) (CCv1

= OCti( v

(T1

f F

2)

T1

(T1

(T1

sobre K, de :dimensiones

.,v } una base ordenada de V ' n-1

Ejemplo... 8. - Sean T 

D2

+ t2

T 2

T2) (v2)

en Def.

Sean V,W 

E = {v1, v2 , .

) + T2(v2)

) + T2 (oCv

Si A = f: V —< W;

V2) =

V2)

2
1 - - T2 = D

ZX2ta'bJ —

) +cct2(v1) + T1(v2

Si definimos las operaciones
4.4., .en Hom(V,W). Entonces se 

Hom(V,W) es un e.v. sobre K

Tl(0Cvl
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1
2! t.l.Entonces

i=ln

Dem. :

Dado v €- V
n

forma unicaen

(4.2)+ 2 n

(por (4.2))T.( v . ) para cada j= 1, ...,ny

+ +

Y ++

+ )1 n+1
T(>X+Y) +1

+

> T(X) + T(Y)T .(>X + Y)Luego

Sea

; j=l,- • »n .

tiene'se
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v.
i

T( v. ) 
. i

w.
1

w .
3

U ( v . ) = 
J

w n

w n

v n

v i-

,w2,.

Pn

= t
i=l

+ cc v n n

v n n

n
. . + (>OC + n

CC2v2

+ (?>! ) v 

(XcCj^+P^)w

>T(X) + T(Y) = "X(OC

W1

*'WrJ vectores cualesquiera de W

lwl+

Plvl

’ + Plvl

W2

V2 + V n

w.i

Entonces para v

En>fe,o-nces..jr es una correspondencia bien definida tai que

>i vi

2 + ^2^V2 +’

Para-este vector v definamos:

T tai que T(v^)

C< w n n

Pn’
..+ ft

X =

• X x + y

Para demostrar que existe una t.l.

2

T : V -----> W

} T(v)

w .
3 .2-

Veam’os que T es una t.l.

T tai que
T : V -- > W.

y

U una t.l. tai que
U : v -- > W con

T(v) = >1
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>•

U(v) = U

1

loLuego U es
que implies que la t.l.

sobre.K, tales que4.10. PROP.- Sean V ,W e. v.

dim W Entoncesm

dim Hom(V,W)

Dem. : Sean:

base ordenada de V

base ordenada de W

para cada par de enteros (p.q.)Definamos una t.l. con
m y n por

V w
(v)

s-i i q0

si i q

unica t.l.Existe una e s t a s'
Se

una t.1.Sea: VT : W

1 -y para cada J, j n,

OEPARTAMENTO DE CAPACITACION 78.

U( vi)

w :1

SP'q(vi)

£

■ p

- n

sP,q

tiene que 
forman una base de Hom(V,W)

. w. i i

condiciones -. 
sp.q

nr >
1=1

de V en W que satisface 
las mn tran&fo-rmaciones lineales

. v -1

1 - . p

w1 P

v2'

sP,q

■wm^

i - q

w2 • ‘

n m

dim V = n y

exactamente la misma correspondencia T, 
T con T(v.) = w: es unica J

F = £w1;
E = {V1,



CURSO : LINEAL""ALGEBRA

Es decir A
Pl

Tp.d. (4.3)

segundb miembro de 4.3.Sea U la t.1. del Entonces pa

m

P^I ■

Luego
generan Hom(V,W)los

Perb estb
en efecto,

U

en tonces

0 para cada j

m
0
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se tiene que 
entonces debemos demostrar

U(Vj )

w .J

T(Vj )

(v.)rp E q

. q“

T ( v j )

n
E q=l

w P

w p

A pq

A pq

sp,q

sP,q

sp,q

U = T 
Pero de (4.3)

= E.
. P=1

^jp

EP=1

A pq w p

*2j

A .L m3.

[T(v J
. J F

E E a p q pq
Es la transformacion nula,

A .P3

A .P3

A1..

U( vj )

Con -lo que

que
qued.a claro .con lo expuesto anteriormente;
si la transformacion':

rac cada j

son L.I.

s P'q



CURSO : "ALGEBRA LINEAL"

lo que implies que

son L.I.

Por lo tanto base de Hpm(V,W)

m

K 'R yEjemplo
2base de JR

existe una
3

d/2), ;
(6.5_. 4)w

yw
encon—•

trando- -los escalares y 2
<5X

luego

(1,0)Si X = (1,0) +
1-21

) + 1 T(vo)Enton’ces 2
( 0,1,2) z= -2(3,2,1) + 1(6,5,4)

Ej emplo : W K = IR

4 • 3entonces
12

80.DEPARTAMENTO DE CAPACITACION

.. tai que

v2 = J3'4)Si' V1

2V2

Luego los

, R2)

w2 "lz-= (3,2,1) ;

Sean. V. = 1R2

T ( v2 ) = w2.

> i

Luego dim Hom(V,W) = h

IR

A .Pl

T(1,0) = -2 T(vx

W = IR3, ,

y vectores de W

2 5

se tiene

IR2Si V = fR3

\V1+

T ( X ) = T (>

T (v1) -
Porrlo tanto podemos encontrar T(X), donde X € V, 

y 9 tales que

1V1
^2

T(X) =>1T(

unica t.1. T

Pero el son L.I.

= 0 V p .y j

{(1,2) , (3,4)} 
Por la prop. 4.9 
T : 1R2 —

^2V2

1V1 + >2V2) 
v) + "A 2T( v

y
dim Hom (IR3



CUR SO : "ALGEBRA LINEAL"

DEF .4.11.- COMPOSICION DE t.l.

Sean V,W,U e.v. sobre K y

: V .-----> W

w u
por

v € V

4.12.- PROP^ Si T Hom(W,U)1

entonces Hom(V,U)

(ToT,)(>X+Y) = >(T-T,)(X)Dem. : +2 1 2 1

Ejemplo 10i-

Sean V - W u

T1/2= Rdtacion ( ) sentido positiveen

Entonces

luego

no es conmu ta tivo ■.
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e2

= Tl(el>

T T 2 1

Ti

(T2T1)C

TJ (v)

= A(t2t1)(x)

(T1(v))

(t2t1)(Y)

(t2t1)(Y)

T2

= T2( ‘XT.jJX) + Tx (Y) )

= >T2(T1(X) + T2(T1(Y))

X+Y) = T2(T1(> X+Y)

yT2

T2(Tl(el))= T2(e2}

T1

T1

T1

?

e2

Hom(V,W) y T2-

T2

(T2

T2

T2

= T 2

define la compuesta.de

IR2

e2J base canonica de 1RZ

(T2T1) (ejJ

entonces se

Reflexion sobre eje X

K = IR

(T1T2) (e-jJ

E =

compuesta.de


CUR SO : "ALGEBRA LINEAL"

estan definido losbien

1)

2) 3

3)

>€ K4)

5)

6)

Dem 2) sean

->

El resto de las demostraciones se dejan de ejercicios

DEF. OPERADOOR LINEAL (o.l.)4.14.
t.l.V unaSea V un ese. v.

OBS. dos operadoressiclaramente sonque
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i w

I V

sobre K y si T :
Entonces T se llama operador lineal

+ t2) + T3T2

4.13. PROP.- Supongamos que 
productos (composiciones) de t.l.,

+ t2t3

T1T2 T2T1
(T1T2)T

T T13

(T2T3)(v)

T3T1

C6(T1T2)

Tl-

(0CT1)T2 = t1(kt2)

= T1(T2(T3(v))

V1

T1

T1T1

(T1

T1

T1

T1

T2

V2 T 2

T1(T2T3)

((T1T2)T3)(v)
= (T1T2)(T3(v))

T3 > v4
= T-jJ (T2T3) ( v) )

T1(T2T3)

en V.

-> v3

V-- ->

se tiene.

T3(T1

= (T1'T2)T3

Se ve

+ t2)t3 =



CURSO : "ALGEBRA LINEAL"

composicionesta de finida lalineales en V, entonces y
que no necesariamente son iguales-.

POTENCIAS DE UN o.l4.15. DEF.

o.l. V. entoncessobre KSea V T' un seenyun e. v.
definen las potencias de T por:

I

T
2= T T

en general ; € (NT n

PROP.- o.l. eh V.sobre K4.16- TSea V un y une. v.
Entonces •

1)

2)

sobre4.17.- KPROP. - Sea V y
operadores lineales sobre V.

1)

2 j ;

3) •

4) 2
+ T-JT3 1

5)

DEPARTAMENTO DE CAPACITACION

ITi =

+ t3)
<T2

■+ T1t3

+ t3T1

Tn-1

T T 2 1

T1T2

TjJT

T°

T T12
T T 2 1

T2T1

T1Z

T T12

un\ e. v.XEntonces:

Tn’ =

= Tmn

Tl'

T1

Tm+n

T1

T2'

T1(T2T3) = (T1T2)T3

TmTn

T3

. T3 :

7K(t1t2) = (>t1)t2

(Tm)n



CURSO : ••ALGEBRA LINEAL"

4) p.d.Dem. :

= T

Luego

Ejemplo 11. -

-^polinomios realesj- K = |RSea V

definidas porV

= D(f) = f •= D

X f

Dos operadores line.ales sobre V

En tonces

OBS. Si o.l.un

familiares'
del algebra de polinomios, loscon

nulos sin nulohacerseveces que seaa
fac tores.
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productos puedan 
ninguno de los

+ t3)

+ t3

+ T3) + T1T3

= T T12

T1T2 T2T1

Tx ( f)

~ T T12

t2( f)

+ TJj

) (v)]
(v)J

T1(T2.
)] (v) =

ao

T1

T2

T1T3(v) 
+ T T3], (vj

T1

sobre V, podemos usar las potencies 
de T y las operaciones + y • para formar polinomios en T.
Asi sLsetiene un polinomio en p(X) real P(X) = an + a, +...+anXn

en V obtenida sustituyendo

El resto de las demostraciones se deja de ejercicio.

+ Hi

Definimos p(T)
X por T en p(X)

■» V

[T1(T2 + T3

= T,To(v) + ± z
= tTlT2

T (T2

DT2
1 [T2(V) + T3 
T1(T2(v)) + T1(T3(v))

Estos polinomios obedecen todas las reglas
la sola excepcion de que

T es

como la t.l.



CURSO: •' A L G E B R A LINEAL"

POLINOMIO DE o.l.4.18.- DEF ,

Sea V un sobre K y T un o.l. sobre V/ En tohcese. v.
definimos el polinomio del operador T por:

i = 1___ . , n ._

y .si -.X € V

|p(T)] (X) + a T (X)T(X) + /

Ejemplo 12.-

T = D

D( f)f
Luego:

D 00 y

Ejemplo 13.- K = RV

[a ■ bJD

y definamos el polinomio.

D + con

Ejemplo 14.

tai polinomio diferencial lineal de orden 2.SEa un

2+ D

2[p(D)] (Y) ' = (D

85.OEPARTAMENTO DE CAPACITACION

= [a,b]

= Xn [a,b]

IPn

a0X +

Dn(f)

a. e K 
i

al

funcion perteneciente a

2 p(D) s. D

+ a Tn n

se. tiene

a1T +

si y es una

a i D +

.con a-j. IR

n +

+ D - 2) y

p(T) = aQT +

a D + a D +......+ a,D + a n n-1 1 o
llamados operadores diferenciales lineales con coefi-

cientes constantes.

V = IP n
IP• n

se tiene

,n
n



CURSO: "ALGEBRA LINEAL "

2

dy+ 2y = 0

dX

2 y obtenemos+ D

(D-l).(D + 2)2+ D

+ D -2)y = (D-l)(D+2) y

•i

+ D - 2)y = 0 y si desea resolverla se tiene

(D - 1) (D + 2jy = 0+ D - 2)y

+ cc=>

Ej emplo 15.-

definidas por

= XD + 1

D X

Luego
X Dy + y

Xy
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Y g

T/y)

T2<y) = Dy

2D y + Dy - 2y

(D + 2)y = 0
-2X

2e

Sean ,

T1

dX2

Podemos aplicar el algebra al polinomio diferencial 
D2

D2

T 2

(D2

(D - l)y = 0
X 

le

T2

D y + Dy - ,2y = 0 
d2y

(D2

tiene una
2 con

y formamos la ecuacion diferencial

y se 
coefiente constante si

y por lo tanto 
(D2

ecuacion diferencial lineal de orden

o.l. sobre [a , bj



CURSO : '•ALGEBRA LINEAL"

'a: entonces:

.+ (1 - Y

por lo tanto:

T., T 2 1

Veremos nucleo e
del

4.19.- DEF. NUCLEO E IMAGEN

Sean V,W sobre K y TI.€(V,W).e. v.

1) El nucleo T por

T(v) = 0}{v/v € V tai queKer T

2) La imagen de T por.

T( v)

Es claro que Ker T V Im T C WAOBS j:

sobre K y T£Hom(V,W)4.20.- SEan V,M,PROP. e. v.

Entonces:

KerT V1)

2)

Dem.

T(0) 0 e KerT00 G V 

+1

DEPARTAMENTO DE CAPACITAGION 87.

imagen, que 
comportamiento de

T?T.

V2 e KerTOC vV1

ImT W

1) KerT 0

Im T = £w/w £ W; ,3 v G V tai que

Entonces se define:

ahora. los conceptos de 
tiene gran importancia en el estudio 
las t.1.

(T1T2)y = [XD2.+ (1 - X?)D - 2x] 
(T2T1)y = [XD2.+.J2 •- X2) D - x] y

, v2€ KerT, G k



’•ALGEBRA LINEAL"

1

CKO + 0

0

KerT V

2)-a.-

3 0. C V tai que T ( 0 ) = 0 0 € ImT

€ Im _T, CX £ kb.- € Im -T+=7>

€ Im T => e VComo: tai que

e Ve Im T tai que2

+1
cK

6 Im T-

For lo tanto Im IT w

4.21.- DEF . NLJLIDAD Y RANGO.

sobre K y,T£Hom(V,W) EntoncesSean V,W se define:e. v.

a) La nulidad de T por::
(T) dim Ker T

b) El rango de T por;
^(T) = dim Im T

4.22.- sobre K y T S Hom(V,W)e. v.
y dim V = n q

DEPARTAMENTO DE CAPACIJACION 88/i

wl +

T(<Xv

O-Wi

T(v2) =

Entonces
T( ct v

'w2

; (T)

OCTCv-J +

+ T(v2)

T( v?)

T( vp

* 3 v

W2

w2

W1

CC

2) = CCTtvp

+ w2

W1

W1

W2W2

3 v!

^(T) = R

+ V

PROP.- Sean V,M

CURSO:

V2)
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CURSO : "ALGEBRA LINEAL"

Entonces:
dim V

dim V =.n ==^-E-=Dem. : base ordenada de V

>](T) = }  bade_ordenada.de Ker.Tq =?.
F base =^fes L.I.

• Luego

SEa E esta base

Luego F C E y
p.d.

En..--ef ecto:
Evidentemente sabemos gue:

T( v
pero

< T(luego ,T(v )>' n 7Im T

Lo.s vectores son L.I.

En efecto:

6. K tales queSean

0 T 0

n

i=q+l

V F base de Ker T

1
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»

i

T(v. ) 
1

T(vn)

v 
q+1

) . •

Im T = <T(v

. v.
1 i

n -
Luego si V = 

i=q+l

' v2''’

\i=q+l

• » v-q

. V . 
j j

>i

> ivi' e Ker T

{t(v

T v. = 0
1

T( v . 
q+i

. , V }•nJ

+ ^(t)

se tiene v

n = (T)

, T ( v o ) , . . . T ( v ) , 2 q
i = 1,,...-,q

E = [v

F se puede extender a una base de V

' nJ

V1

dim Ker T + dim Im T

P
1 't 
) t

- bx
F {v1

12' q q+1
.... T(vn)j es base de Im(T)

bade_ordenada.de


CURSO : "ALGEBRA LINEAL"

q.
en tonces

j

Como 1

se debe.-tener. que
2 ‘1

• » n

.T (vn’}luego es base de Im T

S’CT) =dim Im Tpero r

luego r n q

q +- rn

S (T)dim V

Ejemplo 16

dim V ■Sea T V n

si T = I A

A

n

T V W !

Si T Ker T V nA

= {0}Im T A

Ejemplo 18.-

[ oo]Sea T CO ,
i

I

= [y/y ,e 'fc2 L- 00, co] - i) y = o}Entonces; Ker T A

encontrar el Ker'T es.eoncontrar las solucionesEs decir: de
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.. j

. . = 'X' 
q

• ■

7) ( T ) = 

S(T) =0

Ejemplo 17.-

Sea dim V

n

i=q+l

£v . , V , . .q'
= >■

{T( v

=- 0 - V-£-,--i- = q 4- 1 .

,v2,••

= °>

" \+l

— en - par-t i ciil a r

X . v .
1- J

q+l}' 1

\vi

(T) = 0 

g(T) = n

To

(D2

. , v } es base de V 
nJ

= 0 n

/S2[-oo, 00]
2 

Si T = D

Ker T = { o]

Im T = V

V ^—>

= YT) +



CURSO : "ALGEBRA LINEAL"

la ecuacion diferencial:

0y

eK]+ c

Ejemplo 19.-
W K = IR, T

a) t.l.
b) Encuentre una base del Ker(T)

Encuentre Im(T)c->-

s*ol. a)
= 0}b) Ker T

(X,Y,Z)/ ,T(X,Y,Z) (X-ZtY)

i!luego tenemos
= 0 '(X-Z,Y) = 0 X-Z

0Y.\

X = Z v z e r
oY

= >(1,0,1) €Ir]y v
base de Ker Ty

c) sabemos que:

91.DEPARTAMENTO DE CAPACITAGION

tales que:
T ( X , Y , Z ) = ( X . - Z , Y)

se deja de ejercicio
3

x e

Ker T = <(1,0,1)>
3

{v/v S IR

■C2C1

, ®2)IR 2 ,

' C1YG

ZEs T una

-x 
2e

tai que T v

SEan V = IR3

Ker:T = [yg/

d2y
dX2

-Hom (IR3

* Ker T = [v/v € IR 
E = {(1,0,1)} 

^](T) = 1



CURSO: "ALGEBRA LINEAL"

3

g(T) = 2

Enefecto:
{(1,0,0) , (0,1,0) , -(0,0,1)}Sea F

anteriorentonces por Prop.

T(l,0,0) (1,0)

: T(0,0,l) (-1,0-)-

(0,1),

0 -1
3 2 vectores L.I.

1 0

(0,1)}Luego
(0,1) > =^><(1,0),Im T

Im (T)Ker (T) 0

DEF .4.23.- t.l. INYECTIVA Y SOBREYECTIVA.

Sea T € Hom(V,W) Entonces

1)

92.DEPARTAMENIO DE CAPACITACION

Debemos encontrar el conjunto generador de entre 
((1,0) , (0,1) , (-1,0)} c 
{(1,0),

Luego podemos encontrar un conjunto generador minimal 
de Im_(T), que debe tener_2_yectores.

= T(v2)

aquellas t.l. T Ho*m(V,W), para 
las dos de las siguientes igualda-

V1 =ssi T(y^) v2

V2

base canonicaf.c?'iR^

+ S(T)

es una base de Im T

dim V = 'VjfT)
1 + g(T)

Ahora examinaremos 
las cuales se cumple una o 
des:

T es inyectiva o 1-1

Im T = IR2

T( 0,1,0) = (0,1)



CURSO : "ALGEBRA LINEAL"

2) T es sobreyectiva ssi w

es decir si Im T = W

PROP.^- T£ Hom(V,W)4.24.-

1-1supongamos que'TDem. : es
p.d.
Supongamos'que

3 v o, tai que T(v) 0v e Ker T
pero T(0) = 0
T( v) , V = 0luego

Ker TPor Io tanto

P.tf.
€ Ker T

T ( v, ) - T ( v o ) = 01 2
T ( v 0

=: V 2
es inyectiva

cPara que t.1. , T, ?OBS.
funcion f : BSabemos que

1-1 y sobre ssi es biyectiva
Ademas f es invertible tai que

B A y

OEPARIAMENTO DE CAPACITACION 93 .

si' 51 f 1

T( v1) T( v2)

f f 1

V1V2

existe'T

{0} 
supongamos Ker T = {o}

f f1

f’1

V1

•(

Ker T [o]

ZA *3

V w GW, 3 v £ V tai que T(v)

Ker T = [o]

si una

T es 1-1

- T(0)

es i-1 ssi Ker T = {o]

V2)

A -- >



CURSO: LINEAL"

entonces f es

4.25.- 1.1.DEF .

Entonces T se
V

-1Tai que T. TT = y

sobre K.-y <T€ Hom(V;W)4.26.- PROP.- Sean V,W
es.invertible se tiene queEntonces si T

G Hom(W,V)
p.d.Dem. : 1

; > G K£ Wcon

sabemos que
2 !T invertible

S.:ean

T Lineal +

+1
el unico;vector de V tai que T lo+ es1

lleva en 1 2

Luego +

+

Por lo tanto 1.1.es

1.1. invertibleOBS. : V W■>

invertible1.1.U

94.OEPARTAMENTO OE CAPACITACIONi

2 ! Tv .1

Tambien se tiene que si f es biyectiva, 
inverti'blei. . . -I

( ^W1 +

I v

> w

I wI

AT(v

Sean V, W e. v.
dice "invertible si 21 T

e.vr

A w

(w2)

(w2)

(.w2)

w

(wp

( A w

+ T(v2)

w2

w2

v2

+ w

T 1

W2

V2

V1

} T( A V1

T 1

T 1

Si Tx :

= T 1

T 1

T 1

T 1

T 1

AT i(w1) + T 1

>V1

At’1

wv

T 1

T 2

w .
1

INVERTIBLE.

sobre K y T6Hom'(V,W).
-1• - -*■ : w ------ > v

1’

(w1)

+ w2) =

w2

V2)

"ALGEBRA
_ _____ )
•■l



CURSO: “ALGEBRA L I N E A L ’•

T

es

4.27.- DEF. ISOMORFISMO.

Sea T G Hom(V,W).
sece

V W

4.28.- 1.1.DEF .

Sea T 6 Hom (V,W).. no'singular si

{0}Ker (T)

Sea T € Hom(V,W).4.29.- EntoncesPROP.-

Se deja de ejercicio.Dem. :

singulares preservan la independencia li-OBS. : no
neal.

sobre4.30.- PROP.- e. v.
es no:singular• ces T

( ) supongamos queTDem >:
p.d. Si S L.I. 

en W

DEPARTAMENTO DE CAPACITACION 95.

que T es untsomorfismo. 
denota por:

Sean V,W
=> T aplica cada subconjunto L>. I. de V

SINGULAR.--- ,,-----
Entonces T se.dice

{Tv

-1 y sobre se di-
Ademas V.y -W son isomor.fos y

......,Tv }1z ’ nJ

T T2 1

, v } c:;V,' nJ '

izquierda de T£

T-1 
2

Solamente necesitamos probar que la inversa derecha e
T1

K'
es L.I.

T es no singularT es 1-1

se tieneEntonces por lo anteriormente visto 
es invertible y (T2T1)-''' = T~'L

Las t.1.

Entonces si T es 1

es no^singufar

sobre subconjunto L.I. de W.

TGHom(V,W). Enton



CURSO : LINEAL""ALGEBRA

+ + . +

+ > 0+ 

0A por ser7 

son L.I. en W=>

p.d. T( <= ) es singularno

eri V0 L . I.v e v, v

TvlA 0-

 a Ker T

2Hom (tRy T£K = IR

T(X1 , X9)Tai que 21
es singularEn-tonces T no

En efecto:
i

-1)(T es 11) p.d.

+ X 2 "

(X., X9) = (Y21

1-1=) T es

{0}> Ker T

OEPARTAMENTO DE CAPACITACION

> T( n

= {o}.
no singular

) = 0 n

TCv-J ,.

= T(v2)

V1

V n n
= >2

,T(vn)

T( vp

Ttv-J

Xl>

Xl>

, IR2)

Y!>

T(\v.| +

V1

v2

+ Y2'

v ) = 0 n
En efecto

>1

Y1

+ x2.

V2

+ y2
Y1

X1

X1

Y1 Y2

+ x2.

 T es

<X1

(X1

X2

(Y1

Xl =

= IR2

+ v

S L . I.

T(v1) = T(v2)

1' Y2)

{ v} es

I Ejemplo 20: I ■
Sean V = W

2T(v2)

{tV}. es L.I. en W



CURSO : LINEAL""ALGEBRA

T es no singular

del ejemplo 20 encontramos

Que Ker T = {o}, decir T es 1-1a) es

) Ker T T(X 0Sea (X 1'.1'

0

= 0

0=?

Ker T

T es 1-1

b)
22 ) e ir tai queYo)eiR ,2

T(X., X9)21

+ Xluego 2
Y 2

Entonces T es sobre

> ^(T) 0c) Ker T
g(T) = 2Im T V

§(T) = 2(T)dim V +

aj sobre

c 9 7.-DEPARTAMENTO DE CAPACITACION

, xp
, y2)

v (Y .^

Ejempio 21:
Para t.l.

x2)

(X1

X2)

3 (X-L,

= .(Xi

= (Y1

Y1

+ X 2

+ x2
Y1

X1

X1
X1

x2

X1

X1

= X2
= {0}

Y2
y2J

+ X2, X1) = 0
X2

X2

£0}
.R2

X1

se tiene

Se tiene T es 1-1 > T es isomorfismo
-- y T es invertible
=> T es no singular

T es sobre



I

CURSO: "ALGEBRA LINEAL"

4.31.- DEF . GRUPO LINEAL GENERAL.

Sea V un Entonces se define el grupo .*sobre K.e. v.
lineal general de V por:

G.L.(V) es grupo4.32.- PROP.

Se deja de ejercicioDem. :

4.33.- PROP.Sea V,W sobre K cone. v.

y T 6 Hom(V,W)dim Wdim V n

Entonces:
£°1> Ker T

( ) T isomorfismoDem:

( <= ) p.d.

(Por prop. anterior)a) 1 -1T es

b)
} base de V• /v1'

es base de W

En -efecto:

0

DEPARTAMENTO OE CAPACITACION 98.

$ T es 1 -1
> Ker T = {o]

T es 1 -1 y sobre

entonces {_T(v

(Y2,

, X2)

p.d. I es sobre 
Sea w € W y £v

y2)Yl-

Y2 ).. = -(X-L

v2------- n-

...,,T(vn)}

(Y1-

1>-

T 1

J +. ..... + XnT(v )1 n n\1T(v

Ker I - {o}

sobre V no singular JGL(V) = {T/T es un o.l.

y se tiene que

T. es isomorfismo



CURSO : . L I k E A L "'•ALGEBRA

tU

.+ = 0

1,2, ...,n

L . I.

Por otro lado

base de Wes
1' ’ *

Si w €. W ------- > + n

+.

T( v)tai que wv 1

W 

sobre K y dim V = dim W =4.34. PROP. n

invertible1) T es
2) T es
3) T es

Se deja de ejercicio.Dem. :

sobre K y dim V = dim W4.35.- =n

. y T.G Hom( V,W)

Entonces son equivalentes:

a) invertibleT es

b) no singularTes

c) sobreT -es

DEPARTAMENTO DE CAPACITACION

no singular 
sobre

TCVn)

+ oC v ) n n

1'
. ,Tv ] ' n i

). = 0 n

# £tV1,. ...Tv 1 = nJ

y T£ Hom (V ,W) .
Entonces son equivalentes:

+ 00 w n+ °C2W2

v n n

Luego £tv

V1+-^

2 v£V,

1V1'

=> \ =0

+....+ ^nv

Tvl--- ..,Tv I es' nJ

w =

n = dim W

Por lo tan.to 
Im T T es sobre

Sean V,W e,v,

Tfv-jJ + OC2TI v2)

99.

T(oCv  ̂+

PROP. Sean V ,W. e.v.



CURSO : "ALGEBRA LINEAL"

d)

e)
1' ’

se deja de ejercicio.Dem. :

AX Y

donde ■ X ■•y -

4.36. ECUACIONES DE OPERADORESDEF .

e. v.

TX Y

Se llama ecuacion

OBS.
V, We. v.

4.37. VECTOR SOLUCIONDEF .

Sea T
lucion de TX Y Y

es solucion de TXSY 0
ecuacionto solucion de la

OBS. :

1) Se se entonces el con

DEPARTAMENTO DE CAPACITACION 100.

3 base {v

£t(v(vr..

Sean V,W e.v. sobre el cuerpo K y Te Hom(V,W) 
entonces la ecuacion

f x0/x
Hom(V,W).

si TX0
Entonces el vector Xq

se conoce,

. , v } base de V
' nJ

En general, la tecnica para resolver una ecuacion con 
operadores depende de T, la t.l. y de los

V es una so-
/

con operadores

tiene la ecuacion homogenea TX = 0, 
junto solucion S V

se llama conjun

es incogni.ta y A una t.l.

,,...Tv } es base de W 1' nJ

,),...T(v )} base de W1 n J

Presen tamos ahora una de ias aplicaciones de las t.l 
Gran parte del estudio de las t.l., se dedica a disenar meto- 
dos para la resolucion de ecuaciones de la forma:

.*vn} de V tai que {Tv



CURSO : "ALGEBRA LINEAL"

Una de las prdpiedades2)

0reduce a resolver'TXse
una solucion particular de TX = Yes )

en.tonces
solucion de TX = Yunah

ya que:
+ Xu) ' hh

= Y + 0

= Y

toda solucion XAdemas de TX = Y0
adecuado, ya que:paracomo h
T(Xn)0

= Y -Y

= 0

solucion de TX = 0= Xen tonces. esh

Hom(V,W)4.38. PROP . Sea T
solucion particular de TX = Y

S 0

Hecha arribaDem. :

DEPARTAMENTO DE CAPACITACION 101.

TtXpiX ) P

X p

X p

T( X P = T(X ) + T(X, ) p h

X + X. esP h

+ X

donde X, n

+ Xh

+ xh

xh

(xo/xp

X P'
solucion cualquiera de TX = 0

X P
Luego hemos probado la siguiente proposicion:

xo

T(xo

con operadores es:

es una

es una

se puede escribir

Si XP 
ehtonces su conjunto solucion es:

y por lo tanto Xq

es la solucion de TX = 0

mas importantes de las ecuaciones

Efectivamente si
El resolver TX = Y,



CURSO : "ALGEBRA LINEAL"

Ejemplo 21 :

Sea T I tai que

( - CD ; C0j ) CD )T

En tonces

(-00, CD) ,1 tiene la formaTY Y

(4.4)Y = 1Y

t.rivialmente una solucion de (4.4)= -1 es

es

0Y

tieneY se
C

luego

el estudio de lasOBS. :
condicioel determinares

= Y tendra solu-nes
clones. el llamdo problem'a de existencia de
las ecuaciones
tas condiciones se Haman teoremas de existencia.

Este problema se el nombre unicidad.

Entonces la ecuacion4C39 COPROP. Hpm(V,W).Si T

= Y tiene una unica solucion ssi. TX

DEPARTAMENTO DE CAPACITAC10N 102.

x e -x e

-x e

la ecuacidn con operadores

De igual-o.- incluso-mayor . impor tancia-es el problema .. 
de determinar cuando TX = Y admite una unica solucion.

D2Y

Yh =

-! + C1

Y P
y su ecuacion homogeneo asociada

yg + c2

D2

+ c2X 
le

D2

Uno de los principales problemas en

Este es
y las proposiciones que establecen es

conoce con

ecuaciones con operadores 
bajo las cuales la ecuacion TX



CURSO : "ALGEBRA LINEAL"

es decir

0

Pendien.te o se deja de ejercicio.Dem. :

OEPARTAMENTO DE CAPACITACION 103.

ssi Ker T =
TX = 0 tenga solo la solucion trivial.



CURSO: "Algebra LINEAL"

I N D I C E

PAGINAMATERIA

REPRESENTACION MATRICIAL DE UNA1.
.1.04TRANSFORMACION LINEAL

145ECUACIONES LINEALES2.

155AUTO-VALORES Y AUTO-VECTORES ’3.

i

DEPARTAMENTO DE CAPACITACION <03'



CURSO : "ALGEBRA LINEAL"

REPRESENTACI.ON MATRICIAL DE UNA TRANSFORMACION LINEAL5 .

todaAhor a veremos que
una 'matriz.

1 o sde vec too tros de taliesPrimer a men t: e ace rcav e a m o s
CO') rd”-io Jos .r e s

VECTOR COORDENADO5.1. DEF .

sobre K, base.ordenada' E=Sean V e .'V.

de V. En tonces,

?\ + 7\ + . . . +XV X € V

respecto de la base Eel vector coordenado. de - es:y

WE. =
’ ■■

= +Si c V +xyX ,

. . ■ + TV+
1

en tonces

+ yX
1 11

c< X

tanto si definimos T porPor lo

T V

X

.1.0 4 .DEPARTAMENTO Dt CAPACITACION

V .1

n
E

V n,v2,.

2V21V1

( ) v .i = l x
n
E (c< j >i = l

Zl i & k ■

-'1X1 V n n

y = '),1x1

vi

V n n

1.1.

Kn

Ai e K

se -puede represen tar por

x

3 2

v ; n n



CURSO : LINEAL""ALGEBRA

tiene :Se

t. X .T(x) + T(y) deci r(1) T( x+y) .es

1-1,T(x) = T(y) decir T es(2) x y es

l.uego(3) tai que T xx € Ve K

T es sobre.

la siguiente Prop.Hemos probado, entonces,

• Sean V sobre K y E5.2. PROP . vun e. v.

labase ordenada de V. En tonces

VT

X

isomorfismoes un

Y,

Hecha.Dem.

PROBLEMA:

cQue le sucede a ;ias coordenadas de vector cuan-xun
do se c ambi a.de base otra?una a

cComo estan dec o o r d e n a d o srelacionados los vectores
las diferentes bases?x en

sobre K,Sean EV un e. v.

bases ordenadas de V. tenemosEn tonce-sFy

un icoscon

1 £ j n

c OEPARTAMENTO 0( CAPACITACION 105:

J

v .
3.

p . . e k 
ij

w .
J

w n

v n

v n

aplicacion;

V w . G- F 
3

•V2'-

,«2, •

"J

V1

We

We

W1

V Kn

Kn

f ■ P. . 
hi

T es

a.de


C U R S 0 : LINEAL”"ALGEBRA

+ . . . . +?t & Ky para V x e V x ri
X

pX
3

X J

n
(5.1). 7) . ) vx iJ

(5.2)£ K*1Pero'

la emicidad de la escritura de x, tienesePor

h1 a.
j1 n£

tiene la siguiente relacion

llamado matriz cambio de baseinvertible,

F) .

probado la siguiente Prop.Luego, hemos

F bases ordena-sobre K y E,5. 3. Sean VPROP. e. v.

Entonces existedas de V.
tienetai que V x.e V se

(1) [x] E

c 1.0 6OEPARTAMENTO DE CAPACITACION

J

n- £ 
j.=i

n 
E 
j=i

n

j=l

Me.

n
E i=l

donde P

w n n

Me = M

■ E.-

Pi j

n x. ( E
3 i = l

n= rr ( e 
i=i j=i

V .1

p-1

es decir se

w, + 2^ 2

( p. , /j' . ) v .
3 i

(de E a

una unica ma triz

Pij

invertible de nxn,

. .v. )
13 i

P [xJf

p (A

con elementos.en K,

n
x = IT Zij i = l

£= Ej=i J 3



CURSO: ”ALGEBRA LINEAL"

(2)

Fcon

Hecha.Dem.

5.4. in verPROP . Sean V sobre K,un e. v.
I i hl o En I on ci's
da F de V, tai q u e V x e V

(1) P X F
-1(2) = P

Se dejaDem. de ejercicio.

Ej emplo 1: IR2Sea V K y +,° las usualesIR

/(1,0).E

bases deIR2F

) € |R2si x

2

(cos 9, sen 9) = Tlj (1,0)+ 7*2 ( 0,1)

= cos 9(1,0)

, c o s 9)

DEPARTAMENTO DE CAPACIIACION ,1.0 7 :

P .
J

4’*

'^0.

,x2

[*]F

-

He

= 7^3(l,0)+ 34(0,l)

[He

[x]f

(0,1) [

(cos 9,sen 9)., (-sen 0, cos 9)

X1 
x

(X1

ME

y E base nnienada .de V. 

unica,

p-1

( - s e n *9

VJ . €.
J

■ ■ r”sw
I “b’i

donde las columnas P estan dadas por

+ s e n 9 ( 0,1)

ex i s I o mm I'aso ord<>n.»

[Wjl E

= -sen 9 (1,0) + cos 9(0,1)



CUR SO: LINEAL'*"ALGEBRA

P

En tonees

cos O
-sen 9

sen 9cos © +

cos 9sen© +

^2(i,D ysi ©En particular x

y r

IR2 las basesEjemplo 2: En sean

(1,1)(1,0),(0,1)(1,0) , FE = y

(2,4)y X

En tonces;
1. (1,0) + 0(0,1)(1,0)

1 (1,0) + 1(0,1)(1,1)

Luego tenemos;
p = y

10 8.DEPARTAMENTO DE CAPACITACION

J

i 
i

i 
-i

Mf

Me

/cos ©
1 -sen Q

We

sen 9 \ 

cos © /

sen © \ 
cos 9 j

/cos 9
\ sen ©

[x]F
sen © \ 
cos © /

We

X1

x2

X1
x2

P-1

P-1

P’1

x2

~X1



CURSO : "ALGEBRA LINEAL."

y

Veamos ahora el ca.so para una

dim Vsobre K,5.5. PROP . ne. v.
Entoncesbase de V, E s iuna

T esta determinada univocamente por(1)

vectores cualesquiera de • W.(2) Si'- son

tai q u e,existeEn tonces

J ! tai que(1) Si . VDem. v

v

T(v) T ( fl ; v;Luego i

es conocidoT(V )ii

Hecho en el pun to 4(2)

dim Wdim Vsobre K,Consideremos V ,W y seanmm,e. v.
base de V y WFE

V v & VLuego

Vw c W

OEPARTAMENTO OE CAPACITACION .1.0 9 .

• ■ .1

2
4

-2
4

v .1

y
T € Hom(V.W)

w mv n

v n

x• n

n
Ei = l

. ) i

^m

'v2' ’

n

i-1
n 
E 
i=l

[W]F

. ./U ‘’ n

T(v1), ' T(vn}

fl^ K

T^e Hom(V,W)

w2 , .
*1

V1 ' ■

wV1

T1(vi ' V.1

W un

= '“i

Sea v ,



CURSO :

las compo-
T.nentes de suv

T e Hom(V,W)En efee to sea

V V G V tenemosen tonces

(5-3)+ ?+v
(5-4)) + . .T( v) + 71

e w'FComo E

unicatiene unai 1, . .tiene re-n ,se

. 'LalLuego existen m escalares que

1, . . n+. . +

( 5-4) tenemos'entonces para

T(v) +. .2ili

+ . . . + ft +. .

)T( v) a

a

Si hacemos:
(5-6)ma 2

T(.v) + + . .2

c OEPARTAMENTO DE CAPACITACION no.

j

' c V ;
.•••

cada' T ( v . )i
la base F.

V .1

a .in

w m

w m

) W m

v n

W1 +

a . mi

n(a

que
presentacion en

7 .

+ a

+ OC . m

a mn

la21

T( v ) n n

= ftf ( a

T( vl)

n W-. 2n 2

j

m2+-■■ +

W1

a n .
2 j. '

+ • > • • + 7)

+ ?l2

w ) m

= *1

w )m

w2

W2

+ . . . ) w2

V2

W1Vv •

*1 T( v2

a22

jl+ft

a . w mi m

Wl+ a

+ ft 2

+ . . . . +7) /i n

w2

a , ml

wl+12+- • • + '1n

w, + a In 1

= ^xVl+^2

. w mi m

a.. . , 
li'

wl+-•• + am2

a, In+ ^2

ZEs posible encontrar
y las de su imagen bajo una

v n n

a, .li

+ ft 2

ula.ll

+ a mn

a . o12

una relacion que ligue 
1.1.

cl «21

)+^2(a12

^1

"ALGEBRA LINEAL"

j = 1, • •



CURSO : LINEAL”"ALGEBRA

es

T( v)

(5-6).Igualando con

+ . . . . + ?»

a +. . . . + z n z+

r m

c< m

Luego podemos concluir:

(1)

T( v) y E

1,..itiene que ALuego se

lo quees

(2) Cada co1umna r

F

DEPARHMENTO OE CAPAC1TACION 11.1..

nen tes de T(v ) r

T(v )r

Sabemos que:
' '*1

m

*1

a ,1 ml

o< !

tanto el vector coordenado de Tv
^l
K2

de A . .
respecto de la base F.

Vll

v y Tv.

a-i n In

a . .

relaciona las componentes de

^m

+ A2a12

por lo

esta formada ppr lascompo-

a n mn

o<i

m ; j = 1, . . , n



J .■

CURSO: LINEAL""ALGEBRA

llama matriz asociada a la(3) matriz ALa se
y se denota por:

(5-7)T ((4)

1ji = 1, . .6 F mmcon

escalares.nm
laslaA m x n ,

bases E y F

sobre K, entoncesmatriz de m x n(5) una

T( v) T

m

i=l

tai que Ade V en w, es
de las bases E y F.

MATRIZ DE UNA T./.5.6. DEF .

T eHom(V,W).y E = base de V; •Sea 1' '
tales quebase de WF

DEPARTAMENTO DE CAPACITACION 112.c

Luego hemos probado las siguientes Prop, y podemos dar 
las definiciones.

v . e E3

T( v . ) J

.) J

.) w .i

n
E i = l

w m

v n

v . J

ij 
las bases E y ,F

t.£.

n< E 
j=i

a .

He

wi ■ ■

n
E < E 

j=i

w.1
m

>’= &Ya gue

su matriz respect©

w.i

a . .w.i j i

define una

Si. A es

aij

aij

T relativa a

a. . median1 J 
de T respecto

t. A T .

entonces T esta determinada' por los 
te (5-7) con A = a4_. la matriz, de



.. ♦

CURSO : LINEAl.”"ALGEBRA

En tonces,
i :11

la matriz de T respecto defilas

matriz de tamano mxn y(aDiremos es

CONJUNTO DE MATRICES5.7. DEF .

Se define

XxAk) sobre k( de mxnA / A

5.8. sobre KPROP . WSean V, e. v.
ba-base de V, FEy i' •

de W T€ Hom(V,W)yse

En tonces,
Si T esta determinada univocamente por los nxm(1) es-

.C K dondecalares

1, . .j n

1 $ j < n en tonces1 i i 6 m(2) Si G K con

T e Hom(V,W) ta 1e x i s t e que

Hecha.Dem.

DEPARTAMENTO OE CAPACITACION 113. .

w .i

w .J.T( v . ) J

T(v . ) = J

a . .

m n i = l

a .13

E 
i = l

V n.

a mn

que
el elemento de pdsicion (i, j) .

aij)

I a

j wvv.

aij

a . .13

dim W =. m w [ m |

un arreglo de m 
E y F. .

y n columnas es

es una

•; dim V = n



J ’

JLINEAL.’'•■ALGEBRACURSO :

dim Vsobre K, ne. v.PROP.5.9. '
bases ordenadas de V y W respectivamente,Fy e ,MdimW

En tonces ,
existe una matriz.(1)

tai que
A [v] V V e. VE

aplicacion f tai que(2) La

Hom(V,W)f:

[f]AT-

biyeccion.

Hecba.Dem.
Wbase ordenada de V yF€ Hom(V,W) E ,y

y s e a n
FF lT2][Tll BA . y
EE

en tonces
respecto de las ba-+c( A + B es

En e fee to.Fy

i,.j n
F

1 F

1

F

114 .OEPARTAMENTO' DE CAPACITACION

C<. h .J

A .J
v . e E J

F
E

v .J= [oC T

+ B .1

+ t2)

Si T.^
A , B6 if ■' yGmxn

= [ < * T1

of

T 2

CT2

T2

[t ,v]f

es una

. +
F

[TvJse sabe que

Para cada T£Hbm(V,W)

Sean V,W

la matriz deo<- T1

^F

ses E

T 2
tales que



CURSO : "ALGEBRA LINEAL"

Luego hemos probado la siguiente Prop.

dim W5.10 PROP . m y

Hom(V,W)f: mxn

A

yes

IR2IR3Ejemplo 3: Sea T

( x , y , z )
IR3base de(1,1,0),(1,0,1),E

(1,2)(2,1),F

(1) Encontrar

(1,0)

T( 1,1,0) = (1,1)
(1,2)T (J. , 1,1 )

Luego 1

Ejemplo 4: WSean K IR V

Ey
4 J ;con

c OEPARTAMENTO DE CAPACITACION .1.15 .

1
3

2
“ 3

1
3

0

(x,y)

(1,1.1) I
base de IR2

We

p w
■v4

Ne

En efecto,
T(1,0,1) =

T »■

(2,1)- | (1,2)

= | (2,1) + i (1,2)

1
3

,V2'V3con grad P < 3
i-1 = x :

V1

V .
1

i = 1, . .

We

un isomorfismo

= (1,1)
Z 2 1

V1

(2,1) +

E,F base de V y W entonces la aplicacion f

Dem. Hecha.

Sean V,W e.v. de dimV = n.



CURSO: "ALGEBRA LINEAL"

Encuentre s±

VV 

P

En efecto;

+ OvD (1)= 1 0 + 3

D(X) + Ov + OvX + 4

+ Ov5 D(x2) + 0 v2xX2 43

D(x3)X3 =)

Luego, 0 01

2 00

30 0 0

00 0

= /R2Ejemplo 5: WSean V

(1,0)^ ; bases de IR2(1,0) , (0,1)(1,1), FE

F
y

Encuentre:

(1) T(l, 1) ?

(1,1)VEn e fee to:.

(1,1) 7)

=. 1

luego ^ (1,1 )J E

OEPARTAMENTO OE CAPACITACION .116 .

-1
1

(1,1) + 0(1,0)

[i] '

0

0v2 +3x2 = Ov^ +

Ovl +

i

P ’
->

+ a2

v2

+ Ov4

\ o

V1 0v2

0v2

v4

2v2

+ 0v4

v2

0vi

v3

T = D

1 = lv1

3 v 3

1V1



C U R S 0 : "ALGEBRA LINEAL”

Sabemos que:

lTJA
F

1 1
0 2

Po.r l.o tan to
+ b wT(l,l) . 2

1(1,0) + 2(0,1)

(1,2)

(2) Ker T?

Sabemos que Ker T - 0

luego

v = a v 1
a

entonces
F

1 -1 0
y 2 i o

0b (0,0)a v +

Ker T
^<f

(T) 2

Ademas

DEPARTAMENTO DE CAPACITACION 1.1. 7.

+ b V£

0
T'"=- 0 v

%

^0

v V / T v

T v

j’ (0,0)

L b 

0

a w

V2

0

\

Ovl

Iv1e

L,uego ^ ( T) = 0 dim V - /^ ( T)

He

+ ° W2

entonces tenemos

- [T1e

T es 1-1

nf



CURSO : "ALGEBRA LINEAL"

Volviendo al hecho que Hom(V,W)^y^ mxn
Podemos definir una

usando Entonces si . y

[T]B (b ex € K'y

7 de fin imos,

T + oc Ay

tenemos que sobre Ky es un e . v.

+ i

) Wa' ij i

Luegd si (A+B) (c

Analogamente si A =(d. .) entonces
ij

Por lo tan to tenemos.

5.11. PROP.

(1) las operaci-ones +es un e. v.

dim ( yfdefinidas anteriormentey • y mn

(2) ) ,h Bymxn
3 tai que C B con ,

+ b.i j

DEPARTAMENTO DE CAPACITACION 118.

(b. . ) en tonces1 J

C. .

Ahora (T+S) (v . )1 + . S ( v . )3

d . ,13

( a . . )13

E E

F
E

Si A , B € Ji

E ( 
i

b. . w13

mxn )

47 0mxn

a . .
■13

i-j

rs]E

+ b. .13 •. . ) en tonces 3.

T( v . )3

+ bi.

= da. . .13

w.1

(a . .•13

aij

cij

UK)

aij

A + B

A +

sobre k con

estructura de espacio vectorial sobre 
r 1 F F[T]e . Entonces si A [l]

Me

C € U
J's mxn



CURSO : "ALGEBRA LINEAL"

(3) Si cC £ K A En tonces,mxn '
3 D oC A con

Ejemplo 6: €

T.(1,0,0) (1,-1,2)1
T,(0,1,0) (0,l,-l) (1,0,1)1
T,(0,0,1) (1,2,0) T (0,0,1) = (0,1,1)1 2

Si T en y

F
(1) ?2 E

F
2 E

N[ti] +

(2)

F
E

OEPARTAMENTO DE CAPACfTACION 119.

0
0
0

1
1
0

0
1

-1

0
1

-1

a . .

1 
0
1

d. .
13

( a . . ) . 
ij

F
E

F
E

F
E

0

T2]

Sean ,

termitios de A^

T2(0,l,0)=

definidos por,

T2

tai que

a2
A1 A2

(i i -0

J!
encuen tre

|T1+T

■ Jt-l+T

D C M
cJ (,mxn

Hom( IR3 , /R3 )

Dem. Hecha.

Vi' j

, ■ T2(l,0, ) = (-1,1,-2) .



CURSO: •'ALGEBRA LINEAL"
4 <

Ejemplo 7: la

(1,-1)

(0,1)

(2,3)

Encuentre
E

(1,-1) (0,1) + 2(2,3)

(5,4)

Analogamen te se obtienen las imageries do los otros vec
tores

5 -2 0 • 2
4 -2 1

F F

E

dim VSean , dim W = dim U R E , F , G base sn m y

v-

DEPARTAMENTO DE CAPACITACION 1 2 0 .

t.r

T 3 ( 0,0,1)

= T3(l,-1,2)

[T3

Tp (1,0,0)

t3(1,0,0)

T (0,1,0)

T3(l(l,0,0)+(-l)(0,l,0)+2(0,0,l)

1 T (1,0,0) + (-l)Tq( 0,1,0) + 2TJ0,0,l) 
•J J o

T3(T1(l,0,0)

Sea

T!
—► w

T1

definido por :

de V , W y U .

T2

(T3

•)( '■ ')

\ 2 -1 0/

Tx€ Hom(V,W)

F ' 
(T T )3 1;E

del ejemplo 6 y T^HomOR3 ,|R2 )

T 2
-------> U

T2 e Hom(W,U)

[T1



C U R S 0 : "ALGEBRA LINEAL"

entonces
FNSi A ) 1B
E

entonces definimos C B ' A = (C )i j

notemos que A es de B es demxn es deCr x m y r x n

Luego esta definidoC B A # columna de B = co-

lumnas de A esta definidoA + By tamano de A = tamano
de B.

Sean E F G

en tonces:

1

= • T 2

)

)ki

ij

luego
ij

Memos probado la siguiente Prop.

DEPARTAMENTO DE CAPACITACION 121.

( E b 
k

(E
i

E 
k

E

E

V n iu n

/

e Hom(V,U)

w m

(T1(v.)

(E a 
i

"k

vl, •

E c

w.
1

b, .ki

(b. .
ij

)

To(w.)2 i

T2

T 2

T1

C, . 
kJ

WV

T 2

T 2

AJ .
1

b . a 
Kl

a . .
1J

aij

= ( a . .
•'’■J

aij

F
T11

E

lT21F



CURSO: "ALGEBRA LINEAL"

5.12. Sean V, w, u e. v . n , .
dim W £ Hom(V,W), Tm, y sean
E,F,G En tonces,y

GNSi A B tiene que •y se
F

F
A B

E
(2) A (c )B en tonces C ij

con

Dem. Hecha.

5.13. (Primera forma canonica de T)PROP.

Sean V, sobre K,W dim Ve. v. n y
T € Hom(v,w) . existen bases E y F de V,W respectiva-
men te,

i
1

r
O ''1

s
\ r

donde dim Vt+r

t = dimW+r

- f (T)r

la representaciori de T se llama

( 2 ) A d e m a s si E* F ’

OEPARTAMENTO Ot CAPACITACION 12 2.

E 
k

y T 
bases ordenadas de

(b. . )= (a. .) 
ij

2 e Hom(W,U) 
U respectivamente.

C. .ij bik

r -jf

ti

En tonces, 
tai que,

T 2

akj

, dim W - m

/

son bases de V,W respectivamente

dim U = r

F

E

1
V, W

Primera forma canonica.

sobre K, dimV



CURSO : LINEAL”"ALGEBRA

y

I J’(T)entonces

^(T) t(i) dim Ker T =SeaDem. :

Ker(T)basev 'y.

ade'mas tai que

base de VE es una

y

1 < i < rSean

r < 0 tenemosLuego si

0 i

£ Ker T

0+ J

0i

e s .L . I.

tai queC Wsean

DtPARTAMENTO DE CAPACITACION 12 3.

■ o

V 1i

w m

w r

v r

E *

j

= t (E
i

vi '■

vi’

J(T) - r

. V .1 1

v2' ' •

vt

iwi

iwi

T( vt)

T(vi)

Vi

w, -1 +1

E ■<

vi ■ •

V1 V , r

w.i

V .1c< .1

. w . ) 1 1



CUR SO: "ALGEBRA LINEAL"

es base de W.F

tiene que,y se

+

= 1, . r+ . .

+

1 , . . t
0

r

s
tr

^(T) (T)dim Vdonde t ++r

dim W +r s

(2) Supongamos que

F '

T ( > )T( V)en tonces

>

0............. 0 >

DEPARTAMENTO DE CAPACITACION 124 .

V .
J

'■ 0

1
0 w n

X n

I' X n

E

o\
\o To)

T ( v ) 
1

w m

T(v .) 
J

+ 1 w . + , .
1

T(vi)

+ Ow m

. . + Ow m

+ 0 w m

T( v. ) 
1

Yr

0 Wj-

0 w^

0 w^

wi- • w , . r

W1

< Xr

+ Ow^

< T X1

<Y1

[T]
L J e ’



CUR SO : . "ALGEBRA LINEAL"

donde E ' base de 'V

F ’ base.de W1 ’ ’

£f (T)dim T( V)

4Ejemplo 8: T C ( ff? . R3 )Sea

-1 1 1
0 2 -1y
1 3 -3

Encon trar:

(1) J3 (T) , (T)
(2) Base y F ' X taiE ’ .torque

ma canonica.

En efecto

f (T)(1) columns L. I. de

(-1,0,1)

/ (T) = 2

1[(T) = pi). - 2
(2) una base del KerT.

1 -1 1 0
1 0 2. 0
1 1- 3 . 0

DEPARTAMENTO DE CAPACITACION 12 5 .

X n

DeB^mos encontrar 
A .

• > Y m

xl..

dim IR^

es L.I.

F

E

con E,F base usuales

hfE sea la primers

base.de


CUR SO : "ALGEBRA LINEAL"

(1,2,0,1) >KerT = <(2,1,-1,0),

(2,1,-1,0), base de Ker TE"

ex tendemos E"

(2,1,-1,0),(1,2,0,1)(0,0,1,1),(0,0,1,2),E '

formamos la base dey

= •( T ( 0,0,1,1) , T(0,0,1,2 ) ,F '

( 2,1,0 J , (3,0,-3) , (0,1,1)F '

que

1 00 0
0 1 0 0
0 0 0 0

^4J(T) dim IRcon

4r

42 + 2

dim IR3f(T) + s

32 + s

1s

debe formar el primer bloque.y

anteriores podemos observar que siDe las Prop.
trans formacion 1 i-como una

t e n e -en en

DEPARTAMENTO OE CAPACITACION 120.c

IR3

+ -^(T)

L J E ,

a una base de

(1,2,0,1) [
IR4

w3

X2x2

Resolviendo el sistema encontramos que.

+ t

en este caso

y tenemos

entonces podemos considerarla que 
neal de Kn en Km en las bases canonicas y



"ALGEBRACURSO : LINEAL"

lamos

RANGO DE UNA MATRIZ5.14. DEF .

Axik) define el range A porSea A c en.tonces se

f ( A)
lo tanto la nulidad de A esy por

A) -1 (A)n

en tonce-s5.15. SeaPROP..

f(A) = # de Acolumnas L.I.

y(A) -Dem

el conjunto columnas deespero

A .

5.16. DEF .

se
Bmis ma t.

base de V,W.donde T C Hom(V,W) E , Fy

PROBLEMA:

cQue sucede a

Para dar respuesta, primeramente veamos epneeptos so-

DEPARTAMENTO DE CAPACITACION 12 7.

A (e ) n

V -

dicen equivalentes ssi representan la 
A = [< y B =

A e > n

'^lo

. = dim (A e-^ ,

A

A(Gi),

dimA (Kn )

A (e2 )

dim A ( Kn )

%

'4

siguiente definicion.

= dimA < e^ , e2’ •

Ae2

A,B€ M ' c/G mxn 1
i . Es decir

en>

la matriz de T si se cambian las bases?



CURSO: ’’ALGEBRA LINEAL”

bre inverso y la t. / . singulares.

Recordemos que;

T £ Hom(V,V) i

C Hom(V,V)

Ademas,
iz-Si T€ Hom(.V,W) entonces S e Hom(W,V)

inverso de-R e Hom(W,V)ssi S T unesy
recho de T T R

5.17. DEF. MATRIZ SINGULAR

T € Hom(V,V) E Enton-Sea n.
ces

sobre K5.18. Sean V,WPROP . e. v.

T C Hom(V,W) .dim W en tonces:ym

tiene inverso derecho.(1) Si n < m T no

izquierdo.no tiene inverso(2) Si Tm < n

tiene inverso derecho ssi(3) Si n = m T
tiene inverso izquierdo.T

inversotiene Ttiene T esy se
tiene inverso derecho.-(4) Si n 4 m A=> no
tiene inverso izquierdo.(5) Si A no=>men

(6) Si n = m A
tiene inverso izquierdo.A

DEPARTAMENTO DE CAPACITACION 12 8.

E base de V con #
E
E

I W

I V

y
1 [T]

inverso t\

T 1

dim V = n ,

T posee un

es no singular

T es no singular

no singular

es no singular.

tiene inverso derecho ssi

T es 1-1 y sobre

es un inverso
quierdo de T

ssi



CURSO: "ALGEBRA LINEAL"

tiene inverse no singular dondey luego A A es

Se deja de ejercicio.Dem.

5.19. MATRIX DE TRANSIC.IONDEF .

base de Vdim V y lasobre KSean V. ne. v.

En toncesE FyV

1,2 nVya que ij=l
la matriz de transicion o cambio de base de F Ea es ,

)P

In

es baseObs . : L. I.Como F es
i

inver tible.P es=?
■I

la matriz cambio base de E F .Luego es a

Consideremos bases de VE , F

conij
Luego P

j-esima filacuya es

(5-9)+ + +■>

DEPARTAMENTO OE CAPACITAGION 129.c
F .

J

f . c F 
.1

1' • n

a
\

e .
J

e . C E 
J

w nv n

a nn

a , , n 1

W. =

Wl"

f.
1

w.
1

a . . v .
il J

p-1

a . ) nj(a^

( a . . 
ij

(aij

an .
2j



CORSO: LINEAL""ALGEBRA

+

(5.10)

E

Sustituyendo los f i

v

( a
iji

j

a
iji

+ / +
2j

+ nl

+

tenemos que la j-esima componente de P vDe (5.9) y (5.10) F

kEs a + +a 2j 2

luego:

y E

departamento.de capacitacion .1.3 0.

J

e . )
1

.K

e .
J

K. )
1

E

e .
J

He

+ K f n n

7

/a

[dr

r < 
j

E K.
i 1

K n

+ a

+ a

:n

E
1=1

= Me

. k nj n

K2

nKi A21K2 +

. . kn ij 1

K1

kA
n

a k nn

K . f .
1 1

r< r 
j

+ a

p-1

a , K — + 2j 2aljKl +

kl

K1

alj

V =

+ A

K .
1

f .
1

Por lo tanto

Sea V v tai que v

\ a . K ' +\ ml

a .K ) n j n

departamento.de


CURSO : "ALGEBRA LINEAL"

Por lo tanto hemos probado la siguiente Prop.

sobre K, dim V5.20. PROP . e. v.
P la matriz cambio base de Ebases de V y

entonces:

V PV

y

HechaDem. :

E

Sabemos que:

1) E

2) 3 ! P invertible tai que {

[Tv]3) E

Aplicando 2) al vector Tv nos queda:

[Tv] E

Me [v] E E '

WE.P

DEPARTAMENTO DE CAPACITACION 131 .

-1 
E

WE Me

Me

y[WE.?

Me

pMe.

Me

p-1

.pIMe.

p[Tv]E.

[WE

£. V

Sea V un

= Me

tDe. que forma estan r'elacionadas [t]

a F

V v

n y E,F .

P [tv]



CURSO : LINEAL""ALGEBRA

Me' p

E '

Memos probado la siguiente Prop.

dim V n . y E , F5.21. sobre K,PROP. e. v.
(V,V)bases de V, T £ Horn entonces:

P

la matrix cambio base de F o E

Hecha.Dem. :

tai queSea T e Hom

2X + Y) j :T(X, Y) ( 4X 2Y,
base de V( 1,0 ) , ( 0,1) (1,1), (-1,0)y fE

£

= 4(1,0) + 2(0,1)T(l,0) = (4,2)1)

(-2,1) = -2(1,0) + 1(0,1)T(0,l)

4 -2
2 1

2) Ahora (1,1) = 1(1,0) + 1(0,1)

(-1,0) = -1(1,0) + 0(0,1)

. DEPARUMENTO DE CAPACITACION 52 .

ya que: [tv]

t

Ejemplo 9:

He

pMe.

, -R2)

Encuentre:

We

= W E '

••• He

■ He

= P’1

p-1

p-1

[He

9(/RZ

Sea V un

Me' [He-

donde P es



CUR SO : "ALGEBRA LINEAL"

P

y

Entonces

C 1
?

PROP . e. v.

(en W).F 'a

En tonces : P

.Se deja de ejercicio.dem: :

Casos par ticiilares :Obs. :
F-1a ) Q

FF Pb)

anterior:De la Prop.Obs. :

Q
Iv E 1E

T T
->IwF F ‘

P

133.DEPARTAMENTO DE CAPACITACION

F y F'
V) y Q

bases de V, 
a ' E ’ ,. P,(en

5.22.
bases de W

•VI w
VI w

He' He

He

We

Sean V,W e.v. sobre K y E,E' 
la matriz cambio base de E

Q-1

P’1

P-1

y sea 
la matriz cambio de base de F

F 't HL'

W p

He

We'

iQue realacion existe entre [t]

He



CURSO : LINEAL”"ALGEBRA

IwoT

Luego: E

E

y podemos dar la definicidn.

5.23. DEF . MATRICES EQUIVALENTES

B

A = B no sin-mxn

5.24. PROP . son equivalentes, en ton-
f(A) f(B)ces

Dem. : se deja de ejercicio

Ejemplo 10: Sean los espacios

< (l,-l,0),V ( 0,1,1) >1 '

W <(1,0,1,0) , (1,1,0,0 ) , (1,-1,0,1)7

T V W tai que

T (eJ1
T ( e = 3f 1 3

c DEPARTAMENTO DE CAPACITACION 134.

Iwo[t]

(k) 
mxm

E ’ 
[iv]

< e

(

= ■ Tol v ,

F

asi el diagrama conmuta

To[lv£

■Sean . A , B 6

e2>

f3>f2,

[i

no singular y 

pbq'1

Si A , B c Ha y mxn
A (A) =^[(B)

fl +

Entonces A es equivalente a

2f3

F 1
WE'

+ ff2

P ^y^mxm 
gular tai que A

2}

F 'H



CURSO :

Encuentre:

?

F
E

(1,0,1) (1,1,2) base de V2) Sean E'
(1,0,-1,1) base de W(2,0,0,1) ,F ' (0,1,1,-1),

F ’
?E

E
Sabemos que P =encontramos P de E aE'.

E ’

p =

Se tiene que Qencontramos Q de F
1 -10
0 11Q

-11-11

[t]

Ahor a
tecnicasnosno.o

las siguientesen tonces5.25. PROP .

proposiciones son equivalentes:

DEPARTAMENTO Ot CAPACITACION 135.

I v

(k) 
nxn

sea singular
que simplifican los calculos.

IC

p-1

. Q-1

F
[iw3F.

Q 1

examinaremos algunos criterios para ur 
Estos criterios nos conduciran a

una matrix

"ALGEBRA LINEAL"

a F 1 .

Sea

F
P

E

j-’ He



CURSO : "ALGEBRA LINEAL"

1)

2) Las columnas de A vectores L.I.son en

3) Las filas de A vectores de L.I.son en

Dem. : se deja de ejercicio.

5.26. DEF . ESPACIO FILA Y ESPACIO COLUMNA (EF. y EC. )

entonces el espacio fila de A el subes

espacio de K generado por las filas de A. El espacio columna
nel subespacio de K generado por las columnas de A.

5.27. PROP. no singulares

dimension del espacio fila de A es n
dimension del espacio columna de A nes

Dem. : se deja de ejercicio.

Obs . : De lo anterior tienese

rango columna de A J5

rango

f(Ac) ff(A)Si f
1 2 3Ejemplo 11; F
0 1 ’ 2
1 .1 1

OEPARTAMENTO DE CAPACITACION 136.c

K n

(K) 
nxm

f(Af)

dim <f i.... . f n >

n>

j5 (A)c(A)

fila de A ( A )

Si A£^
m

dim < c^, .

KAxn

Kn

' (A ) e e

Sea I t!L J E

Si Ae/^ entonces A e/ mxn

A es no singular

A es



CURSO : "ALGEBRA LINEAL”

r

>2
1

21pero
(-1) (2) 10 +

11

base de ECEC es
j :

dim EC 2

(1,1,1 )>(0,1,2),< (1,2,3),EF

(0,1,'2)(1,1,1)= 1 (1,2,3)pero

(0,1,2)>EF = <(1,2,3),

(0,1,2)/' es base de EF(1,2,3),y

Dim EF = 2

} -^(A) 12

lumnas de una matriz.

5.28. OPERACIONES ELEMENTALES FILASDEF .

OEPARTAMENTO DE CAPACITACION 1 3 7 .

.*■ p(A)
7* \ 

xjSV

\

Veamos ahora las operaciones sobre las filas y las co

se tiene ;'que (T)
, \ / ■■

3

A no es invertible

z ^4

■%

f (T) =2

+ (-1)

%

c.. "



CUR SO : "ALGEBRA LINEAL"

(k)

1) Multiplicacion de la i-esima fila constant© 0 0por una
A A1

(c< ) es

por c€ entonces A'

2) la fila j : A A"con

Si A" A

3)

(i j) A A

( cc ) «)A"’ A

5.29. DEF .
(«■ ) ,

ces elementales. Las que se obtienen de I

las operaciones, sobre las filas. indicadas.

5.30. DEF . OPERACIONES ELEMENTALES COLUMNAS

mxn
elementales sobre columnas de A por

DEPARTAMENTO DE CAPACITACION

Sea A£^

F 
Ei. «)

F
E 
ij

F
Si . E

ij

(c<) A 
i

la matriz
F

E

MATRICES ELEMENTALES FILA 
F 

E . . , 1J

FSi

FLas matrices E
i

Intercambio de la fila i
F ; F
E, . => A" = E13 . •13

I efectuando mxm

Sumar oc veces la i-esima fila a la

se Haman matri-

Sea A e M 
ff'imxn 

elementales sobre filas

donde I =‘I mxm

.13 8 J

j-esima fila

, entonces se definen las operaciones 
en A po: ;'

(* ) ,. entonces se definen las operaciones

I con su i-esima fila multiplicado



CURSO : LINEAL""ALGEBRA

Muitiplicacion de la i-esima columna por1)
A 'A

(<X )) ==^ A'

j-. A2)

Si

j-esima columna :la3) Sumar veces

* A"A

(<<)

donde I

MATRICES ELEMENTALES COLUMN.AS5.31. DEF .
(^)) , ma-Las matrices

las quetrices elementales columnas,

efectuando las operaciones, sobre las columnas indicadas.

no singularToda matriz elemental es5.32. PROP.

)(<* ) I1)

)(oC) I

DEPARTAMENTO DE CAPACITACION 139.

II
A

c
E

c
Si E 

ij

I nxn

F ••
E
i

I nxn

Intercambio de las 
c 

E 
ij

EC.
13

A"1

Dem. : 
c

E
i

( 1

(OC 1

si EC
i

EC
i

A EC
i j

c
A E, i

Ef
i

eL

)

se obtienen de I

se Haman

una contante* / 0

i-esimas y j-esima columna 
c'

A E
ij

^A" .

la i-esima columna a



CURSO: LINEAL”"ALGEBRA

2) = I
j :

I

3) (* ) (-*) I

) I

es

matriz elemental.una

HechaDem. :

obtiene realizan.do5.34. PROP .

sucesion de operaciones elementales sobre filassobre A una y
es equivalente Bcolumnas r Aen tonces a

Se deja de ejercicio.Dem. :
toda matriz elese deduce queanterloresDe las Prop.Obs. :

elemen taiequivalente a alguna matrizmental fila es
luego podemos usar el termino matriz elemen-columna,

tai.

(k) . no sin-.A es5.35. EntoncesPROP . Sea nxn
J matrices elementalesg u 1 a r

A

Se deja de ejercicioDem. :

c DEPARTAMENTO DE CAPACITACION 14 0.

E m

F
E 
ij

c
E
ij
F

E 
ij

. . E m
E1

E2’ E3-

P (« ) E. .
El inverse de una matriz elemental

ef
i j

EC
ij

E2'

EC
ij

FEij
5.33. PROP.

El’

Si A, Bt// ' c/ *mxn y B se

tales que



CURSO: LINEAL”"ALGEBRA

5.36 MATRICES EQUIVALENTESDEF .

sucesionA Bentonces ru

de operaciones elementales sobre filas y columnas que cambian

B.

j:

5. 37. PROP . Entonces

r
A que la en :

Ejemplo 12: 32
6Si 5 entoncesA =

8 9

31- 21 2, 31 2 3
0 1 20 -3 -64 5 6 nJ
0 0 0-129 0 -67 ■ 8

-10
1 0 AJru
0 0

2

5.38. DE MATRIZ INVERSADEF..CALCULO

tenemos que si5.35De la Prop. P es nonxn '

DEPARTAMENTO DE CAPACITACION

1 o
o i AJ

0 0

f(A) 
les sobre filas y columnas

f <A)
\ o

operaciones elementa 
transforman

3 una

Sea AC M (K) • 
t/onixn

<• - >3 una sucesion de 
de

A en

Sean A ,' B' C M ' y bmxn

■14.1.. J



CUR SO :

singular £ sucesion E de aperaciones elemen1'
tales sobre fila. tai que

P

en tonces P I

el producto de matrices filas elementales quees
transforman

-1 0 2
Ejemplo 13: 1P 0 -1

1 1 -1

Encon tramos f i 1 a s talesuna
P formemos )que

-1 0 2 1 00 -1 0 2 1 0 0
1 0 -1 0 1 , 0 0 0 11 1 0nJ

-1 1 -1 0 0 1 00 1 -3 -1 1

0 -2 .-1 0 -1 0 1 0 0 1 2 0
0 0 1 1 01 0 1 0 2 3AJ 1
0 1 0 2 3 1 0 0 1 1 1 0

5.39. EJERCICOS PROPUESTOS

Hacer la's demos traciones pendientesJ..

32. Sean E base usualT £ de IR

DEPARTAMENTO DE CAPACITACION 14 2.

E r

. IR3),

sucesion de operaciones
(P : I) ----- > (I :

E 1 
r

• , E r

p-1

5 3 una

E1

EI1

P-1

P"1

P-1 E2

E2

"ALGEBRA LINEAL"

Hom (IR3

P en I

en I,
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1 2 3
0 1 2E
.1. 1 1

Encuen tre:

a)

3b) tales la primera forma candque es

c ) P y Q , matrices de transicidn

3. Id. que 2. para

4. Pruebe que:

3 0 3 1 2 1 0
1A = 5 -4 y b o i -i i
4 . 3 1 \ 0 1 -1 1

5. f i .1 a s

6. Demuestre que

1 2 1
3 7 4 es
2 -1 3

7 . Demuestre que no singular escribiendola

OEPARTAMENTO DE CAPACITACION 14 3.

j

Base F y G de IR , 
nica de T.

/2 1Y 
I es\1 V

product© de matrices elementales.

f(T), (T)

y[T]

, o’1

como un '

P 1

A y B son equivalentes

no singular y encuentre su inverse

cSe pueden usar solamente 2 operaciones elementales 
o columnas? c-Cual se elimina?
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8.

T (-1,1) (2,1,0)y
encuentre donde (1,1) y

es la base usual de IRF

3 9. (X + Y, Y+Z.): IR

2 (X,Y): IR X +Y)

encuentre TnT2 1

respect1va-
mente.

OEPAHTAMENTO DE CAPACITACION '

tai que T^(X,Y,Z)Sean

T (1,1).= (0,1,2)

T 2 (X1

.IR2

2

E = j (1 ,1) ,
3

144. J

donde E,F base usuales de IR^

-> IR2

y IR3

tai que T

■ [T2T1]f

Sea la t./. T tai que
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ECUACIONES LINEALES6.

SISTEMA DE ECUACION• 6.1. DEF .

1.
bles y m

++
(6-1)

4-. . +

= 1, . . .i€ k nnicon

n solucidn del siste -■2. es

de las m ecuaciones.- ma

0Si3; se

deLa matriz4. A
coeficiente del sistema.

forma, matricialEl sis tema (6-1) la5. en

A X B
donde

)A

X

B
sis tema'soluciones dellasdebemosAhor a

csi estas existen?

OEPARTAMENTO DE CAPACITACION .14 5.

b m

X n

X n

Se define el sistema de ecuaciones lineales de n varia- 
ecuaciories por

(a. . ) Ji

a m n

bl

aij ■

all

(Yj,.

(k) 
m x n

tiene que 

llarna homogeneo.

Y ) € K n

a , m 1

n x 1

b.i

b.1

X1

se dice que

V .1

1 nX1

(aij

(X J e

si satisface cada una

(b. ) c M .1 J G m x 1 
estudiar

"i-.J't m x n

entonces el sistema se

; j = 1,..

se puede escribir

se llama matriz



CURSO: "ALGEBRA LINEAL"

t.Z .En efecto consideremos la

A
la base canonica, E, esa

es decir

r a] E
ml

.1) for-Entonces el sistema (
ma matricial.

[R][ x][a] E EE

la forma

B

ecuacion de operado-sistema como una
res

A €Tenemos entonces y
tiene solucion (A)A

< 

( A:B)

la siguiente Prop.Memos probadp.

OEPARTAMENTO OE CAPACITACION .1.4 6 .

la matrix de coe 
j ~

f (A) = f(A:B)

am n

, Km)

Vo,..., V 2 * ' n
ampliada del sistema definida por 

r A . . 
[ 1J

Hom(Kn

> B e. Espacio columnasde A
£ dim<V1,V9,..',V^>=dim(Vl>..,Vn,

Kn Km

a, \In \

a i(n+l)=B.i

o en

X = B

cuya matrix asociada 
ficientes.

a un

A X

d o n d e V , 
la matriz

se puede escribir en la

que nos permite ver
(vistas en el punto 4).

, V >=dim(V., . 2 n 1

B C J m

son los vectores columnas de A

por lo tanto.

si j n

y ( A : B ) e s

a



C U R S 0 : “ALGERRA 1,1 NEAL.”

EL SISTEMA DE ECUACIONES6.2. PROP.

A X B

f(A:B)Tiene solucion ssi J5 ( A ) =

HechaDem.

Veamos ahora ctiales

Consideremos el sistema homogeneo

asociado al sistema AX B0AX
0 siempre) se

es

solucion particular de AX = B
en tonces

B + 0 B

BXLuego X + eso
BPor otro lado

tiene Ay = B. En toncess e

A ( Y AY

0B B

c Ker(A)0 Y -Luego

X

==>

es decir toda solucion de AX es de laB forma X +

DEPARTAMENTO DE CAPACITACION .14 7.

j

X ) o

Y - Yo

Y o

X o

Supongamos que X
Vx C Ker(A)

A(Y-X ) o

A(X +X) = A(X ) + A(X) o o

+ X o

ya que A.e Hom-(K’\Km) se tiene trivialmente que AX = 
tiene solucion y su conjunto solucion es Ker (A)

A C Hom(Kn

AX o

es una o
se tiene

una solucion de AX

Y = X

si Y es solucion AX

son las soluciones sistema



C U R S 0 :

Memos probado las siguientes Prop.:
6.3. Si el sistema AXProp. B

En tonces el conjun.ko de tod as
+ Ker(A)es

HechaDeni.

6.4. Si el sistema AXProp. tiene solucion.B

tiene una unica solucion. En tonces AX = B ssi Ker(A) 0

Dem. tiene solucionAX B es
con una

En tonces Ker(A) 0

6. 5. Prop. El sistema homogeneo •0AX

Siempre tiene una solucion y el conjunto solucion es
Ker(A)

Dem. Hecha

6. 6 El sistema AXProp. 0

1) Tiene una unica solucion la trivial
0X si Ker(A)

2)
(m) .es

Dem. AX 0 Ker(A)

DEPARTAMENTO DE CAPACITACION 148.

X + Ker(A) o

X o

X o

la solucion es unica,
X o

el conjunto solution 
solucion particular.

. Tiene una solucion diferente. de la 
de variables (n)

X es una solucion particular, 
las soluciones

Sabemos que:

es una

trivial si el numero

tiene solucion y

"ALGEBRA LINEAL"

el conjunto solucion es

mayor que el numero de ecuaciones
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n f ( A) + ^ ( A)dim K

• si

Ker(A).= 0

00 tiene solo la solucion XAX

=> ( A ) > 0 .
=?

tiene solucion diferente de la trivialA X = 0

cuando m < n.

Consideremos el sistemaEjemplo 1 :

a

c

IR2A ■>

2Caso 1 :

f ( A:B) = 2

tiene solucionA X = B

c OEPARTAMENTO DE 0APACITACION 149.

Luego su representacion matricial es

IR2

f (A)

Ker A j 0 [

bl

/ a 
I

b2

X1

+ d x2

+ b X2

X1

Si f(A)< "7

f(A).= n

(O-C)”""1-
en base de IR2

"'ll (A) = 0
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. i

/(A) ^(A) =Luego ' 0

Ker(A)

tiene uha unica0A X
solucion y el

tiene una solu-A X B
cion unica

forma de

Las columnas de A L. 1 . 0A Xson y

(A X) 0

A X = 0

X 0

* Ker(A)

f (A)Caso 2: ( ) ,1 ( )

e K tai que

)cC ( Z5 < ) = ( )+ cK.y

>)¥= 0si /3 ( ) =
j

) ■ sino ( f'( A )) ( ( ( = 0

Luego si hacemos /I = -

f(A:B)tiene solucionA X B 1=>

a
<((=> b

DEPARTAMENTO DE CAPACITACION 150.c

a 
c

0
0

b 
d

b 
d

0
0

a
c

b 
d

/3

3 06 '

dim |R2

A’1

) e
2

bl 
b

+ (A)

A’1

A 1

A'"1

De otra

, /3 no ambos nulos

(§>)

(- i-(

°) o’

son L.D.

A = 0 y

ver 1o mismo es:

se tiene que
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] J tai que (

a

a X + Y

cX +

( y la solucion general) eso
+ Ker(A) ( ) + Ker A

) +( /

= ( ) + (

f (A)Caso 3: (0 => )A

A x B
ssi 0

0

la solucion de Ax0 B

Ejemplo 2: El sistema

+ 2x 34
1+

2

Tiene soluciona )

Tiene una unica solucionb)

OEPARTAMENTO DE CAPACITACION 151.

0 0
0 0

0
0

s
0

tiene solucion 
f ( A : B ) =

0

0
X o

Jc

JR2

Una solucion particular es X

0

/a

)
2

X4

+ 6X3

h a
) c

bl

Si bj^

-M
1

X2

bl 
b

A c Y
A a

b2

b2

4x3 X4
Sx^

2xl

(X ) 
y

3x 2 5x

En este caso el sistema se reduce

es Ker(A)•=

ax + A ay = 
ex + A cy =
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c ) Tiene mas de solucionuna
-4

2 -3 6 2 -5 3
0 1 -4 1 0 1
0 0 0 1 -3 2

2 -3 6 2 -5 1 -3 6 2 -5
. 0 1 -4 1 0 0 1 -4 1 0r\j

0 0 0 1 -3 0 0 0 1 -3

1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 ' 0
rv 0 1 -4 1 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 1 -3 0 0 1 0 0 . 0

f (A) f(A:B) 3 Sis tema tiene solucion

Para encontrar las soluciones analizamos AX 0

f ( A ) -K3 t ( A ) = 2pero

Ker (A) 0

AX 0 y
tambienB

Para el sistema AX 0 tenemos su solucion es

< <-5,Ker A (3,4,l,0,0)>-3, 0, 3, 1) ,
J :

= 3x 5

Encon tramos ahora una

OEPARTAMENTO DE CAPACITACION 152 .

4X3-3XX1 5X5 X2 X4 3X5

tiene mas de una solucion

solucion particular de AX = B

A X =

2
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En efectodando valores a y
1si 0

8+ 2X 4
1+

5

(-7,

Entonces la solucion general de AX = B es-

+ KerAy =

(-7,-4,0,5,1)Y

+ (-5,-3,0,3,1)(-7,-4,0,5,1)

(_7-5<< +3/3 ,

6.7. Ejercicios Propuestos

una

Los sistemas

+ 2y + 3z 11) x
= 12x + y + z

2z 1+ yX

OEPARTAMENTO DE 0APACITACION 153.

a ) .
b)
c)

X o

X o

Tienen solucion
Tienen una unica solucion
Tienen mas de una solucion

+ /3 (3,4,1,0,0)

2XX

x5.

con <£ ,/3 C|R

3X2

X2 X4

X4

X5X3

X3

+ <(-5,-3,0,3,1) , (3,4,l,0,0)>

- 4 - 3 i ft , ft , 5+3<<, 1 + cC)

-4, 0, 5, 1)
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Dar2) C. N.S.

1Kx + z
1zX

X

63z + 4w3) + • 2y +x
5+-x + wz

3w = 12x + +

4) 02x
0x
0zX

5) Dar ' C. N..S .

2x z
x
x z

j :

DEPARTAMENTO DE 0APACITACION 154 .

J

y
y + 4z

- 3y +
+ 2y + 3z=

1' Y2'

y +
+ ky +

y + kz = 1

Y1
,Y2 

= Y3

- 3y + z
+ 2 y - 3 z

para Y Y3

para K.

£ IR
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AUTO VALORES Y AUTOVECTORES7.

Hasta ahora hemos estudiado las Se
a lahan que nos

por

por mediolineal
con

iSi unesno
masesuna

existecuallo unapara

elestas preguntas se basan concepen

masme todoe 11 o sTambien encontraremos uncon

r es.

VECTOR FIJO7.1. DEF .

Sea V un e . v.
x & V,el vector x, xEn tonces

155.DEPARTAMENTO DE CAPACITACION

..i

cSe puede representar 
de una matriz diagonal con respecto a

todo operador
una base?

t. £ . generales.
ha ayudadorepresentado mediante matrices, 

mejor comprension de cdmo operan.

posible representar 
matriz diagonal, cual es el tipo 

para representarla?

Las respuestas a 
to de autovalores y autovectores.

sobre K y T un operador lineal sobre V. 
se dice fijo bajo T, si Tx

simple 
sistemas de ecuaciones y ecuaciones con operado-

La idea es representar las t. £. por medio de matrices 
simples, por ejemplo las diagonales, entonces surgen las siguien 
tes in terrogantes.

para resolver

operador lineal por
sencillo de matriz

, cComo se encuentra la base,
representacion diagonal de la t. . ?
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SUBESPACIO INVARIANTS7.2. DEF .

sobre K,e. v.
W < V. se
s s i ,

' V Al g. W Tai & W

T
v

VALOR PROPIO (v.p.) .7. 3. DEF .

Sea V un e. v.
exists v e V ,K

Tv

VECTOR PROPIO (ve.p.)7.4. DEF .

si KSean V un Entoncese. v.

SUBESPACIO PROPIO (s.e.p.)7.5. DEF . J

laEn toncese. v.

OEPARTAMENTO Ot CAPACITACION 156.

o . Xz. sobre V .

Sean V un e.v. sobre K, T un operador lineal sobre V y 
Entonces el subespacio W de V, se dice invariants bajo T

tai

ft v

sobre K y T un 
valor propio de T ssi

Sean V un

Diremos que 
v £ 0 taiquees un

es un

sobre K y T e Hom (V,V).

sobre K y T e Hom(V,V).
valor propio de T diremos que, el vector v V, ■: v =/= 0 

que Tv = ft v , es un vector propio asociado al valor, propio
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coleccion Txde se

a

xper

. sobre K y T e Hom(V,V)Sea V un7.6. PROP. e. v

VEn tonces

1) 0.Dem. :

00 e ToVSea x

0 e9

2) X + Y G M£ A

? (x+y)T (x+y)p.d.

Tx + TyEn

+ ft y

ft (x+y)

<< e K G M3) 7\

ft (oC X)T(c< X)p.d.
4,

cC T(X)En e tec to T ( <£ X )

= c< ( ft X)

ft ( oC X)

dim V1) 1dimObs. : y

de la2)

Ax

S

si ft n u .1 o , S =/=S £ V no es

157.DEPARTAMENTO DE CAPACITACION

Sabemos que el conjunto solucion 
subespacio.

ecuacion
/ j

A

todo los vec'tores x e V tales que Tx = ft x 
ft y lo denotaremosllama subespacio propio correspondiente 

€. V / Tx = ft

^xjEr?s/c

ft X

= ft X

ft o

X / Tx = ft x

e fee to T(x+y)

dim M ft

M 7.

X c M

es un

%

oC X

14 v 
es un valor propio de T entonces

h

ma

X , Y

0
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03) Si Tx

Ker(T- I)S

donde S es el conjunto solucion

enton-2
ces ,

Ker(T- Zl I)

no inyectivaes decir T es

a ?\Por el contrario si Ker(T-?II) =?^ 0
propio de T.

en tonces ( T- 7i I)4) noesn

la siguiente Prop.Memos prdbado. en tonces,

Sea V un7. 7. PROP. e. v.

T £ Hom(V,V) .

las siguientes afirmaciones son equivalentes.Entonces si £ K ,

valor propio de T..1)

2)

det(T- A I)3) 0

Hecha.Dem.

Obs. : se

seen

OEPARTAMENTO DE CAPACIUCION 158 .

Sabemos que si dim V - 
inyectiva ssi det(T- I) 0

un valor propio de T,

A x

La afirmacion (3), det(T- ZI) 
pueden encontra'r los v.p. de T. Como det(T- fil) 
de grado n en la variable , 
raices de tai polinomio.

ft es un

sobre K con dim V=n,

es un valor

0 nos indica como 
es un polinomio 

las

Por la Obs. , tnemos que si ft es

El operador (T-ftI) es singular(no invertible).

determinan los v.p. como

(T-ft I) x



LINEAL"CURSO : "ALGEBRA
 

7\ valore • KSea T € Hom(V,V)7.8. PROP.: y 2
propio de T. En tonces:

* 21

Tv =de T 1VDem. : v.p.
Tv = 7\ / v ¥= 02v

 T v =Mft
= 0

0va

0M3

ySea7.9. PROP .

T G Hom(V,V ) . n
T asociados a i

esentonces

■ la Prop.tiene un solo vector propio X es1) Si seDem. : 1'
0

A par tir de (1)2)
Supongamos valida la Prop.a) para

vec tores.b) p.d.

respecXSean
tivamen te, 2 ’ ‘

( 7^1)= 0 

159.OEPARTAMENTO DE 0APACITACION

v . =i

n-l vector propio.

n 
i

n
i

X n,x2,.

x' n n

0 M
1

of i X i +....+ c<

^2

, a2

evidente ya que X^

- 2 ) v

*2

X1

que se cumple para n

sobre K con dim V - n

V x2  *n
a distintos valores propios.

Si xi Vi = 1,..
los valores propios diferentes,

L. I .

Sea ' V6 M

V un e.v.

=

son vectores propios .de 
ft , V . = 1 , . . . , n ,

razonemos por induccion

*1

vectores propios asociados, 
ft n, ft 1 ’ 2 . n
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T( 0)T( oC

0

(7-2)( 0+ ot+

Tenemos de (7.1) que

07\ +

(7“2) restando se tieneDe (7-1) y

-Xn+. . . + oC n-12 21 21

= 0<X ].

(7-1) 0= 0Luego en

= 1, . .0 ViPor lo tan to ni

Luego

ASea E una
es

(A - ?l I ) En consecuencia tenemos la siguiente:

7.10. DEF. :

es

. 1)Obs. :

una

OEPARTAMENTO DE CAPACITACION J. 6 0 .

X n

X n

+ <* T(X ) n n

oC Xn n

)X n

( A n

* n

n’

+ n

E 
la matriz

X ) n n

oc n

tenemos que se puede definir 
de una matriz A en forma .eguivalen.

lxl>

= C<2 =

1X1

1X1 +

Xl"

W TfXj^) +

base V y T £ Hom(V,V) tai que [ t] 
Sabemos que (T-I) es invertible ssi

(7k- 7* ) x, + °c9( d.- 7\1 n 1 2 2

= ofn-l

En base al punto 5, 
las v.p. y ve.p. 
te a una t.X.

oc n

(?n-l

En tonces £ K

es invertible.

un valor.propio de 
es singular (no invertible).

n = 0 n-1

A si la
Si AC /V (k) J l- nxn
matriz ( A- 7l I)

A € M c/'nxn

+ oC X ) n n

^1

es L.I.



CURSO : LINEAL”"ALGEBRA

7i det( A- I) 0ssi2) Ya que es
-A)de t ( ?) 0ssi

0

7.11. DEF .

A c/t entonces se defineSi

La amtriz caracteristica por1)

IA

caracteristico2)

. ,f( ?l ) = det( A- ?\ I)

E base de V ySea T c Hom(V,V),/ 7.12. PROP.:

valores propios de T y Asi A sonEn tonces

. i
base de V tai queSi EDem. : E

Entonces se tiene:
nx € Kvalor propio de A

<? ii i

• J :0con

valor propio de T=>

DEPARTAMENTO OE CAPACITACION 161.

que 
propios de A.

3 
tai que

(k) . nx n

V n

El polinomio

(k) nxn

n
V. )= fl ( C 

i = l
n

E. <*dv 
i = l x

, Kn)

A = [<]

Vi’
n

T( E
i=l

Vl' V2' v3,.

, X 0

Ax = fl x

iguales.
(A como elemento de Hom(Kn

WE

fl es un

Entonces podemos construir la matriz (X I - A) con elem’en 
tos polinomicos y considerar el polinomio f(x) = det(XI - A) y 
tenemos que los fl € K tales que f( fl) =0 son los valores

i i

v.p. de A

Matriz, polinomio caracteristico



CUiiSO : LINEAL”"ALGEBRA

son similares

.3 p^, singular tai queA b no

A PB

3 F, F base de V,A<v ben toncesE

7.13.' PROP.
tienen

A)B) det(XIdet(XIp.d.Dem. :

A PBAW B =>
A P)det(XIB)det(X Iluego

(XI-A)P)

•det(XI-A)-det P

= det (XI-A)

Ejemplo 1 : -z en

A - IEn tonces

= de t ( A - 7) I) + 1f (71 >

+ if ( 7i) + 1 00 (■

1
Sea 2Ejemplo 2: A env i :■

2

en tonces,

c 16 2.OEPARTAMENTO DE CAPACITACION

C 5

(k) nxn

IR

trices similares (o semejantes) 
el mismo polinomio caracteristico.

(k) nxn

2

A'1

det(P 1

de t P 1

P-1

P-1

2) Si [a] = [t] 
tai que [t]F = B

IR ~ n 2x2

Las ma

Obs.: 1) Recordemos que A,B e

Sea ne

|R3x3

Luego T no tiene valores propios.



CURSO : LINEAL""ALGEBRA

(7^-1)de t ( A - 7^ I)f( 7\ )
= 1 = 2 de Af (A) 0

( ?\ = 2 tiene multiplicidad 2)

Encontremos los

Para ?\ = 1 tienese

= 1=?

/2/ 1 -A 
v © -v

(Debemos encontrar KerA)

/? o -A /x \P 1 0 y
\ 0 0 0/ \z /

2x 0* yz

= < (1,0,2)>• 1

Av = 7Para 7 = 2

2

2y J :y X z

= <(1,1,2)> 1

DEPARTAMENTO DE CAPACITACION 16 3.

1
2
2

1
0
2

0
0
0

x 
y 
z

a

( 7 - 2)2

a
con dim

con dim M2M7 = 2

son los v.p.

Av ='(\ v J 

fi i ;y iy

MA = 1

se tiene



CURSO : iLINEAL""ALGEBRA

En el

3dim V = dim
= 4(1,0,2)>1dim M>=1

<(1,1,2) >1dim M?»=2

(multiplicidad 2)21

n M=h

diferenteS v.p.es

2 < dim R3# 3* S Sdim V$

Ademas dim R3¥=2+ dim M y

L. I.es

dobre K7.14. Sea yPROP . e . v.

dim V = n
7) /?\ de T di feren teEntonces si S v.p.es

S < n

f( 71 )det( T -f( A ) =>Dem. :
grado n.

f( Z» ) raices
J.:=H= S4 n

DEPARTAMENTO DE CAPACITACION

|R3

de JR3

A^= •j'1,2

^2

= <v2>

*1 =

= <vp

^2

Vl- Vl'

ejemplo anterior podemos observar que:

MA=2

' 2

V2v2

*1

M '^=1

^2dim M_?1

*1

V un

es un polinomio de

tiene n

es parte de una base

y T G Hom(V,V)

164 .



CURSO: Lineal”"ALGEBRA
J

t.‘ I.7.15 . diagonalizable.DEF. :

Sea V y T e Hom(V,V). En toncesun e. v; n

tai que cada vector

Analicemos esta definicion. En efecto
Sea E base de V tai que cada X ve. p.i
de T, Vi = 1, ... n

i

2

+

0 X +. . . . +2*

Luego

donde los de T. Es tos v.p. pueden ser todosson
diferentes

En tonces,1'

(1) base E de V taii
que;

y el polinomio caracteristico. es:

DEPARTAMENTO OE CAPACITACION 165.

j -

X n

TX n

X n

1

2,

- ?I2X1

X n n

Vi *1X1

^2X2

We

?i Xn n

[tIe *2.

T Xen tonces

T X2

T Xx

X .
1

Si los ?\ . son

X .
1

c;
todos diferentes existe una

con dim V

es un

Recfprocamente si T es diagonalizable y sus valores pro 
pios son 7\ ?\ . 1 ' n

diremos que T es diagonalizable 
E = j X^,..., X_[ deV 
propio de T.

+ 0 Xo+. ... + 0 X 2 n

f
r * .

1

ovii iOS V.p.

o algunos repetirse.

si existe una base
6- E es un vec tor

+....+ OX n
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f( ? ) ( * - 7\n ) )1

2) Si cada uno de los ?\ i

dim V , existe una base de V

es la matriz

tenemos que el polinomio caracteristico es

1 2 kf( )

3)

[t] es triangular.E

Tenemos, vistas las siguientesen tonces, Prop.

PROP. de dim Vun e. v. n

ca-
v.p.

OEPARTAMENTO DE CAPACITACION 16 6.

k 
E 
i = l

1 +

( ?\ - Z n

We = ^2 I2

O V

(? - ^2)

k

S1 F.i

[’•Jb

d 
(A - /ip

d 
( ^ - a2)

*k*1

I 
1
I

Sea V

Ademas sean 
y los

Si V =

tai que

x d.1

d .i

T1

se repite d^

7.16. L 
y T G Hom(V,V). 
distintos de T, 
da v.p. ft ..

?* k los valores propios 
subespacios propios asociados a
.... + en tonces ,

veces tai que

d... (A - ak)

donde I.i 
identidad de d.i

di < dim V . entonces existe una base tai que



CliiisO : "ALGEBRA LINEAL"

dim V +. . . + dim M

Es decir, si

E

Se deja de ejercicioDem. :

Sea V un7.17. de dim Ve. v.

Sean los valores propios distintos de T losyk
subespacios propios asociados a cadaM i ‘

Entonces son equivalentesi

T es diagonalizable

es

1 kf( )
■ I

y dim dM ki

dim M dim V ■ /!

Se deja de ejercicio.Dem. :

Ejemplo 3: Tomando el ejemplo se tiene;

< (1,0,2)> 1con

< (1,1,2 ) >M 2con

2/ • f( ? ) = ( 7!. - 1) (?) - 2)

c DEPARTAMENTO DE 0APACITACION 167.

, entonces,'.
j /

E .1

el espa- 
i

PROP .

d 
)

3)v/

'^2

2)

*1

' EkEV

+. . . . + dim M.K

Ai- A2,.

El polinomio caracteristico de T 
d

( ?> - 7S1)

es una base de V

n y T£Hom(V,V)

dim M-v*1

i = 1,2,...

7\.i
cio nulo de (T-?\.I)).

es una base de M

(M?

... (A-?k
.1



CURSO : ’’ALGEBRA LINEAL”

pero dim ¥= 21

+ dim M 1 + 1 2 =/= 3 IR3dim

Luego T no es diagonalizable.

7.18. PROP. sobre K de dim Ve. v. n y
Hom(V,V) .T tieneEntonces se

1) Existe una base E de V tai Tque
tiene vectores propios L.I.n

42) tiene

entonces los son exactamente los valores propios
de T.

3) Si T tiene n
base E de V es diagonal.una para

4) Sea P
es diagonal ssi vec toresn en

5) Si tai queP esy

A P

en tonces exactamente los valores propios de A.son

6) Si en tonces

es diagonalA P

OEPARTAMENTO DE CAPACITACfON 168.

; 5

A € K nxn
tai que

AG K nxn

existe P€Knxn

K . nxn

CoOp-1

p

Si para .una base E de

vo71 y

tai que
Kn

A € K nxn
A tiene

Entonces existe PC K nxn
propios L.I.

Me

p-1

Al.---.

valores propios diferentes entonces existe 
la cual [ t] 

1L

•' An

[ t] 
III

es diagonal ssi

?2

tiene n valores propios diferentes,

Sea V un

V se

dim M
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1) ( ) Si = diag ( ?iDem. : y

E y tenemos que

7^
propios L.I.

Si T tiene) vectores propios L.I.n

entonces E

es base de V ya que dim V = n y como

= diag(

2)

Consideremos:

A

Supongamos Ax con ■ x

)tenemos xn-1

Si suponemos 0 ¥= 0

i-1

i-1

n

DEPARTAMENTO DE CAPACITACION 169.

■j

Los valore’s propios de T y de 
para cualquier base E de V.

v n

v n

x n

' v2 ' ’

Xx
x n

v-

Me

x

iviT( v. ) 1

T(vi)

vec tores
j •

n-l+ ' *

V1

v2,..vi'

xi 
ya que x =/= 0).

v .n vl-

He

y luego T tiene n

Luego los valores propios ft de A son un subconjunto de 
. , ft n y . Recfprocamente.

v2 '

: ... = X .1
Entonces tenemos

xi-l

xi-l

= Trv.

[ T] son los mismos

= ft • x ,' n-1

se tiene

i...V

(un tai i existe
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A I i

o
es singular y entonces existe 0
Luego A x X , es decir

3) Es inmediata de la Prop. 7. j •

Si
en tonces L. I. con1' ’

1, . . en toncesni

es diagonal.

1)Obs. : Los puntos (4), (5) y (6) son equivalentes
(2) (3) trata de matrices por

3) A 'v B B A P
A B

A fv B los va-

Si A y B tienen los mismos valores propios A^B

DEPARTAMENTO DE CAPACITACION 170.

T .
Xi vi =

1 ’
E =

Si A, B son diagonalizables y 
lores propios de A y B son iguales.

y (3) ya que se 
sario demostrarlos.

7i- ?!

Io tanto no es nece-

A’1

E es una base de

x .i

x 0 tai que (A-^^I)x

B son

es un valor propio de A.

x .i

los valores propios de A y B son los mis 
mos

son valores propios diferentes de T 
€• E tai que

V y

que no toda 
pero si toda T es triangulariza

2) De las.Prop, anteriores se tiene 
T & Hom(V,V) es diagonalizable, 
ble .

a (1) ,

, . . . , 71 2
!xl.....  Xn
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4)

AP

Luego

A P P
J ;

asociados por lo tanto si

P

entonces

A

Luego 1 i <nV i,

lo que demuestra que los

propios L.I. de A.

(P no singular 4 L.I. )son

P

A P

c DEPARTAMENTO OE CAPACITACION 171.

Reciprocamente, si 
propios de A y

c n

c n

c n

?2

(oO

. ?C \^2--

Cl'

C1'’•'

cl'-

p-1

c2,.

p-1

entonces P es no singular y

VP

c .1

Si A t.iene n

A c .i

Cl-..

son los n vectores

Encontremos los ve.p.

es L.I. de vectores

ve.p. L.I., entonces existe P tai que

C1 ■0")\O
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-6
Ejemplo 4: Sea 4

-6

en tonces es diagonalizableA

En efecto;

f( ) det ( A - ?l I) ( Z - 1)

f( ) 0 1
2

Luego los valores propios de A

J. :

asociados

Para = 1 Ker(A - II)? es decir resolver (A-I) X 0

<(3,-1,3)>

Para = 2 Ker ( A 21)? es decir resolver (A 21) X 0

<(2,1,0), (2,0,l)>

En tonces dim dim + dim 1 + 2 3

Luego

y la base (2,0,1),E (3,-1,3)
tai que

0

. ma triz P es

P tai que

OEPARTAMENTO DE CAPACITACION 172.

2
1
0

2 
0
1

( - 2)2

3
-1

3

A es diagonalizable;

-4 7

WE

M 3=2

WF

3 =1

M

IR3

M^ = l

(2,1,0), 
/ 2 „ 0 \2

1

1
• 32

son 1,2.

y la

Encontremos los ve.p.
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= diag(2,2,l)A P

7.19. EJERCICIOS PROPUESTOS

1)

2) Son diagonalizable las matrices

A C :=

/I -1 -A /» -1 -A
1 -1 0 \ D = -2 1 -1

\1 0 -1/ -■ \-2. 2 2/
B

j /

3) las matrices son diagonano

4) y b es diagonalizable laa ma-
t r i z .

M

5) sea similar matriz dia
gonal. c 0A en

6) Sea
M cEs similar ma

triz diagonal?

OEPARTAMENTO 01CAPACITACION 173.

2 -2

2 -8
1 2

b 
a 
c t)

(2

0

Hacer las demostraciones pendienfes.

02
i

el ejercicio ( 2') 
lizable encuentre la matriz que las triangulariza.

■<

Para que valores de

a una

a una

p-1

IRO o2x2

Si en

Dar C.N.S. para que A
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f

I N D I C E

MATERIA PAGINA

1. ESPACIOS CON PRODUCTO INTERNO -174
2. APLICACIONES 215

\

DEPARTAMENTO DE CAPACITACION



CURSO : " ALGEBRA LINEAL"

8. ESPACIOS CON PRODUCTO INTERNO

una funcidn.sobre K entonces seaSean V,W e.y.

T : V W

ta 1 que +

V V y a £ K entonc.es'.€

D una transformaciOn lineal de V en WT es
2) Si W V. V

( 0 .2 . )T
3) Si W VK K

■ (f. I .)T es un funciona1 1 i nea1 sobre V

8.1. ESPACIO DUAL

Entonces se define ele.v.. sobre K. espac i o

T / T: V T es un funcional linealK ,

DEPARTAMENTO DE CAPACITACION . 174.

—1
I

Sea V un 
de V por:

7
sobre funciona-

V*

T(*

Primeramente veremos algunos conceptos 
les lineales y funciones bilineales.

v2) + T(v2)V1 = T ( v 1 )

I

dua 1

en 1 os 
"Sngu-

lo"

vr v2

es un operador lineal sobre V 
T^:

Ahora deseamos estudiar los espacios vectoria 1es 
que tiene sentido hablar de "longitud" de un vector y de 

entre ‘dos vectores.

T : V 



"ALGEBRA L 1 NEAL "

operacio -
nes + y •

Jem. : Se deja de ejercicio.

Ej emp1o 1: Sea V / Xi e K y

) € Ka

entonces

K

s
1 = 1w

K

n .Sean c K .f e Ky
+ i

entonces fc. v*

f : V K->

nson las bases candnicas de K y K respect!vamente en-

T

entonces

DEPARTAMENTO OE CAPACITACION 175 .

Ejemplo 3:
i

Ejemplo 2:

CURSO :
I
I __________
I

X

xs

fa

fa

( V*

s/
s(av..

-* (a 1 , . .

: Ks

... an)

• +>an

*1

S*}

a,..

E1
E = (31-

n c ,

e V*

a • x -
i i

Kn

■ f(x1 ,..

i
|
Si E , E1 
tonces,

8.2. PROP. V* es un e.v. sobre K con las 
usual definidos para Hom(V,W)

a 1 x xn

an

xn>

Ks

as

as



" ALGEBRA LINEAL”

K
n

A =
i = 1

Iraza de la matriz A

V
T IR•>

•zb
T(g) = g(.t) dt->

a

d i m W dimHom(V,W) dim V- d1m Wm

8.3. PROP. Sea dobre K , dim V= n. Entonces

dimV n

Dem. Hecha.

Sabemos que si E = es base de Vv y
C V entonces T de V en W tai que1 ’ *

por lo tantoT(v. ) f. funcional lineal en V tai queJ i

ij 1 ,.. ni

f.X. diferentesLuego obtenemos de E un conjunto de n
f sobre V L. 1.que son1,...

Por lo tanto . . , f n 11 a m a d oes
base dual de E.

DEPARTAMENTO DE CAPACITACION 176 .

• i

CURSO :
I

wj

TrA:Tr

Ejlemplo 4:
!■

wn

€ V*

Tr

Tj : Anxn
A «—

; ■ >•]

TOV*

dimV*

all

S i I dimV = n , 

, i luego tenemos

f; V*

v1”

’ fn

n f
3

f1”

9

V un e. v.

una base V*



I
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8.4. PROP. sobre, E=

base de V entonces,

2 base dual E* , f de V* tai que

Para cada f.X , sobre V se tiene

E f(Vi') flf
i

2!) Para cada vector v ev se tiene

(v)v i

(1) hecha, el resto de ejercicio.

De (3) es a
I a

base E.
nes coordenadas de V.

8.5. PROP. Si dimV entoncesn y

f m 1 VT) = n-1y

8.6. DEF. HIPERPLANO

Sea V d i m V n
n- 1. se

Un hiperplano es siempre el espacio nulo de f e V*.

DEPARTAMENTO DE CAPACITACION 177.

j

1)
1

I

ci i m W =

Obs. :

___ 1
IJ

E*

lev*

£'

( 1) De (3) se tiene que f.

cada vector v la i-6s ini a c 00 rde ria da de

Por lo tan to

Cjem. :

Obs. :

i

V1

sobre K, dimV = n y w 4 V con 
Entonces W se llama hiperespacio e hiperplano.

1  fn

=

Vp... vn

■

u n e. v .

Si V es un e.v.

la funcidn que asigna 
v resp.eci.u de la 

tambien se llaman las funcio-
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8.7. DEF. CONJUNTO ANULADOR

ScV . Entonces se define ' el
o

j T / T es f.^. sobre V tai que f(v} = 0 e S

8.8. PROP. Sea V e. v. Entonces
V*4

Si
Si - S V 9

3) Si W 4 V

dim V

8.9. DEF. EL DOBLE DUAL

Sea V un
de V por

(DQbs.: Si dim V = n dim V* = n dim-V**
(2) <S> S c V
(3) Si S-c V* 

TRANSPUESTA DE UNA t. 2.8. 10. DEF.

TeHom(V,W) entonces se define la transpuesta de
por T T*

T* : w* V* tai que

. DEPARTAMENTO DE CAPACITAClON 17.8.

I

1)
2)

Sea 
t

¥v

= .V*s ■= o/

s°

s°

s°
 s°

** 
c VS°

Sea V un e.v. sobre K, 
anulador de S por S°.

= dim W + dim W°

(S0)0

y**
e.v. sobre K entonces se define el doble anual 
(V*)*

i f=4

sobre K, dimV = n.



"ALGEBRA LINEAL"

(T*(g))(v) = g(T(v)) g e W* , v e Vcon

T T*V W W*

g
kk

8.11. DEF. MATRIZ TRANSPUESTA

Si A£
t

el momento tenemos

interesa ahora.nos

ll
T( v ,w)(V ,w)

ta 1

caso debe cumplirse que.Para tai

T(v,0)
T(0,w) es lineal

e.ntonces T serla una funcibn bilineal.
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i
i
i

p'or A c

T:
T:
T:

V
V
V

Hasta
I
i

I

I
i
I

I
CURSO :

/mx^>

J nx!nk>

1.1.
0. L .
f.

V*

?ji .
= f(A1)

W
V 
k

entonces se define la. transpuesta A

que T sea lineal en cada variable

. a1-
i 1J
y se t i ene que j5( A)

es lineal

T: V x W



CURSO : '• A LG EBR A LINEAL’’

Por ejemplo T: ■>

T(u,v) donde

y

8.12. (O.)DEF. FUNCION BILINEAL

Sean V, W, LI sobre K. Entonc'es una funcibn fe. v.

f: V. x W IL

se ll.ama funcibn bilineal s i

(1) f(v,0) : V 11 V v e-V

(2) f(0,w) : W V W €_W

Es decir si.

y
C< w 1

V v, e V V w, Vc</3€K

8.13. CONJUNTO DE LAS FUNCIONES. BILINEALESDEF .

Hom(VxW,U.) = f/f: VxW 11 es f .b.
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'A

i'-

•v.'v.

/R
T(u ,w)

t. L .

IR2

(v.v)

E
i = 1

+ wf (

x |R2

vl' V2 Wl'

es una

f (cC V1 +Z3 V2 ,

1' v2)Al = (Al 1 , AJ2 )

2} ;

w)=<<f(v1,w) +/3f( v2 , w)

V = ( V

P - OC f(v,W^) +/3f(v,W

es una t. Z .

AJ.V.

IL

Se define el conjunto, si V,W,U. son e.v. sobre. K,

w2 e W



CURSO : "ALGEBRA LINEAL"

8.14. DEF. FORMA BILIENAL (fo.b)

Sea V Entonces unasobre K. funcion bilineale. v.
llama forma bilinealse si-

f: . V x W KI-

8.15. DEF . CONJUNTO DE LAS FORMAS BILINEALES

Si V sobre K, se definee. v.

L(V x V, K) = f/ f: Vx V K•>

(1).QBS. : W,V) y L(V sobre K.e. v.

(2) 0: V x V fo.b.
(3) V, K) c<f+g ’fo.b.
(4) dim L(VxV,K) =

Sean m,n V ymxn

V x V K tai que■>

fo.b.

En efee to •

t(oc X+y3 Y,Z) = («■ X+/5Y)

t AZ
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/

T r

T r

A Z J

n2

AZ + [i Y

Ejemplo 5:

I en tonces

(XtAY)

x V,K) . son

Ae# 
yk mxn

(XtAZ) +y?Tr(YtAZ)

fA

fA

fA(x,y) = t A ' ■ r

= « Tr

Hom(V x

es uno

es una fo.b.

es un

cC X13

es uno

K es

Si f ,g €, L ( V x



CURSO : "ALGEBRA LINEAL"

( X, Z) + ^fA(Y,Z)

fA(X, cC Y +//3

f: K2Sean K->

f uno fo.b. sobre K

Si € K2

) (es de.cir caracterizar fo.b).

En efecto

e K+

baseE+

f(x )+

) )2

f (e )1

Si

) A+
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e.)

E
i, j

Ejemplo 6:
I

,y2 -yi

■yi

,y2

2y2

Vl =

v2 =

V1 =

Xlyl

+ X v2

Aij =

,ylel+y

>e2

f(vlf lel

x2yl

)+X2Yl

v2

yl

yl 'el

+ x1Y2' V2

' V2

V2"

y2

(Yi,

Z)2 off (X,Y) +/3 f (X,Z) 
A /A

Y2)

A . .

f(e.,

e2 ,

f(vi

el

el

el

x . y.i11

X1

= X1

e2

21+ x

= *fA

X2

X1

e2

fCel

X1

el' e2,

x2

f(ei

Encuentre f(Vi

X2

X1

V2

X2

A12A11 A22

, e2 ) +

f ( e2 ,

+ y2 e2

f (ei., e

La demostracion se deja de memoria.

v2} =

2 *

2&2)+ x2 f ( e2

( x,*2) ,

)+xly2f(el



" ALGEBRA LINEAL"

f esta definida por los cuatro escalaresLuego

i, j

X = Y Apero
EE

A Y

IR2En caso V

f ( v, w) = + + +

donde ) yV

1 1
AX = Yv E 11

f ( v , w ) fA Y E

luego la matriz A es la asociada a la fo.b.

8.16. fo.b.DEF. MATRIZ ASOCIADA A UNA

sobre K, dim VSea V un E =n ye. v.
base de V.

es la matriz
tai que

A

7
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CURSO :I

ej)

V . ) 
J

A . .
13

v }n I 
la

(xv

Si f es una forma bilineal sobre V, 
matriz de f en la base E (o matriz asociada a f)

yj’

xiy2 x2yl ^2xiyi

w -
W = (y-p

yl

ftv,,

f(vl-

y2

fte.,.

ij = f(vi'

A . .1J

! vi....
en tonces

x2

x2

x2

X1

yi

x*

A de nxn

= N
X .1

v2)

v2)

Xfc

J E



LINEAL""ALGEBRA

QBS. Se tiene que f ( v, w)
E

dim V =Sea n.

a cada fo.b. en la base E

f E

es isomqrfismog y

L(V x V,K)

Se deja de ejercicio

cQue sucede aProblems: la matriz u‘e :uno . fo. b. -,
la base?

tComo se relacionan f yE
Splucion: Tenemos que

f (v , w)
• ' I

t (P [w]

He'f ( V , w) p (8-1)
i;
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CURSO :
I

i

Djem.

Para cada base E de V la 
sobre V una matriz

[V1e

8.18.
Si se Gambia

= Hb

ifiE

= PME'

c/ nxn

He HeH

He

E 1 1

[4. ’

E ’

* 4J nxn

f 

pt

A = Me

g : L ( V x V1 K)

1

y se denota por

f (v , w) = C P [ v]E , )

8.17. PROP. 

funcion que asocia 

es un isomorfismo.;



’’ALGEBRA LINEAL”

He' Me'f ( V , w)Pero (8-2)

(8-1) y (8-2)De tienese

K. t= p p

Ejemplo 7: E base canonica;V = IR2Sea

dada por

+ +

Encontrar

(1) 9

Tenemos 1 = 1,2

1

1 1

L Jg ,
,(2) c ?

1 1 1 -1

1 1 1

0
[4 = p = 0

(3) f (v , w) f ( V , w)1

f ( V , w)

QBS. : De P
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ademas
I

Me

0
Me

ff]E

= [x

= L J E ,

yi
y2 J

X2yl

E' = -j(l,-l) , (1,1)^

Xly2

4x^

y2

yl

xi

v. . .

X2

/ 1

f ( v , w) =

p =
\-l

Me

+ x2y2

pt

pt

se tiene

Pt

r
CURSO :

i 
i____________
i-

y la fo. b.

f(v,w) = x^y1



(JURSO : "ALGEBRA L I N E A L "

B A P

representan la misma fo.b... en distintas bases ydecir A, Bes

f (A) = f ( B)
y podemos definir

RANGO DE- UN fo,b.

como

, j>(f) = f (A) = f ( [f] )E

dim V=n9.20. PROP. Sea

(1)

(2) ¥= 0. tai quee V ■■ V

) ¥= 0(3) ¥= 0, eV tai que1

Se deja de ejercicio

8.21. DEF.

(1) y (2)(1) no singular si cumple conUna fo. b. es
8.20.Prop.

t f es no singular si cumple(2) Si dim V = n en tonces
(2) 8.20.

(3) f es no singular
singular.
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de la
I

con
i

entonces son equivalentes.

Dem. :

v

define el rango de f 
cualquier base.

V v2GV •,

p*

v (3) de la Prop.

V1 f(Vi

(1) V

V2 ? v f(vlV2

f o-, b
su matrix asociada en

y ( f) = n

Si f es una
el rango dei

su matrix asociada es no

entonces se

f una forma bilineal sobre V,

2ev

8.19. DEF.

fo.b. SINGULAR.

,v2)^0



"ALGEBRA LINEAL"

f tai queSea y

f ( V , w) = + +

I. , f es no singular ya quela fo.b.entonces.

n
- E base canonica de R

ademas f(x,y) = X Y

nEstamos en presencia del producto punto de R .

es diagonalizable.-

■ Si y

f es simetricaf es diagonalizable V

f ( W , V )f ( V , w)

es diagonalizable $ A XA Y A Y =

8.22. fo.b.DEF. SIMETRICA .

f una V.Sea e. v.

= f (w, v) V V , W £ V

DEPARTAMENTO DE CAPACITACION 187.

QBS . :
I

I 

^roblema.:

No toda fo.b.
i

Flespues ta:

QURSO :
J______

i____________
i

V n

I nxn

Ejemplo 8:
1

w nV1

VI Y

^2

trica si,
I

f ( v , w)

V = IR0

es decir, 
! f(v,w) =
I 9

x1 Yt

tai que f sea

Entonces f es sime-

cEs posible encontrar una base E de V 
diagonalizable, f un fo.b. sobre V, [f] = diag (...) ?

fo.b. sobre el

W1 + V2



"ALGEBRA LINEAL”

8>23. DEF . MATRIZ SIMETRICA

tSea A €
es decir Aji i, j •

f es simetrica(1) Si dim V ssin entonces

(2)
En tonces

8.24. ( f. c . )DEF . FORMA CUADRATICA

sobre V simetrica, en tonces-la forma

v Kq :

q (v ) = f (v , v )tai que

una

1f (v , w) = q(v+w)
4

n(1) Sea V = IR
q (v ) = f(v,v)ces + + +

f(v,v) > 0 si v 0

(2) A Y

(x) A X
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Ejemplo 9:.
i

= a . . V

OBS. :

f el product© escalar real enton-.
v2 n

i

Sea f una fo.b.
cuadratica asociada a f es la funcionI

fA(x,y)

a . .13

1 / '— q(v-w)
4

y
V2vi

Si existe una base E de V tai que f esta represents 
da por una matriz diagonal. Entonces f es simetrica.

entonces A se dice simetrica si A 
donde

OBS. : 
e(s. simetrica.

Xt

CURSO :

xL

Si K = C entonces f una fo.b. esta determinada por 
forma cuadratica de acuerdo a la identidad de polarizacion.



"ALGEBRA LINEAL"

8.25. DEF .

Sea sobre V. En tonces

Si llama positivamente definida sobre
V

f se llama

(|3) Si f(v,v) > 0 ¥= o que anula a f entoncesv

que anula f entoncesa

8.26. PROP. Sea V un sobre y f unaK,e. v.
simetrica sobre V. Entonces

3 E base de V tai que diagonales

Se deja de ejejrcicio.

8.27. Si kPROP . € y nxn
Entonces inver tible sobre K tai que

es diagonalA P

Se deja de ejercicio.Dem.

(1) Si K entonces '3.P,IR ortogonal tai

A P es diagonal.

(2)
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(i2)
i

fo. b.
I

(1)
I

CURSO :
I

OBS. :
i 

que

!

Dem. :

i

(U)

negativamente definida

14

pero -existe
f se llama semidefinida positiva.

slobre K. 
pl't

Si f (v , v ) < 0 
( f. d. h. )

pc //J 6nxn

3 P, PC// J ' </t'nxn

p-1

Si f(v,v) < 0 pero existe y =£ 0 
f se 'llama semidefinida negative.

se dice ORTOGONAL si

es simetrica

Pt

f una fo.b.

P*

P€ K 
J nxn

dim V— n

f(v,v) > 0 , f se
(f.d.p.)

fo.b. DEFINIDA POSITIVA



"ALGEBRA LINEAL"

Egemplo;10 : Sea f una f.b.

01 -1.
2 '• -11A =

3 1 2

Eh e fee to: Primeramente encontramos los valores propios de A.

f( A ) = det(A- Al) = - 7\3 10 A + 10
£ = 1 , A = 2f( A ) (multip. 2)0

dim V 3Entorvces
Luego

QBS. :
> 0s

n

(1) Si f es f.d.p.r s n
(2) Si r = f ess n
(3) Si r f es
(4) Si r < n a s = 0 = f. d . s . n .f. es

8.28. DEF. fo. b. ANTISIMETRICA

f’ una fo.b. sobre el e.v.Sea V y K = C entonces
se dice antisimetricaf si

f (v . w) = f ( W , V ) V v , w e V
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tivos.
y existen 3 valores propios posi 

f es definida positiva.

f.d.s.p.
f. d. n.

CURSO :
I

Entonces:Ii

i
ii

Si r = NQ de valores propios 
= NO de valores.propios 
= dim V r

+ 5h2

cuya matriz asociada es:

n A s = 0

entonces f es definida positiva



"ALGEBRA LINEAL"

8.29. MATRIZ ANTISIMETRICADEF .

,tantisim.etrica ssi ASea = -A

sobre V.OBS. : n

antisimetrica entonces.(2) tieneSi f es

sobre V y si'(3) Si f es una fo.b.

f (w, v ) Ji h ( v , w)
2

antisimetrica.y h es fo.b.

(p.i.)8.30. PRODUCTO INTERNO• DEF..

Sea V un e. v.

(\) : K

funcion/.se dice product© interno si ;entonces la

(1) V v

(2) e V

c OEPARTAMENTO DE CAPACITACION 191.

i 
j

f = g + h 
simetrica,

i

CURSO:
I

Si dim V =

WE

1V2V3

= 0

= c< ( V 1\ v )

(V1 \ v2 ) 0

Ahora que hemos entregado algunos conceptos sobre espa* 
cio dual y transformaciones bilineales, pasamos a los productos 
intjernos y los espacios con productos internes y las funciones 
definidas en ellos.

+ /3 (v

V V1

V.1

Se tiene que;

_____ (1) 
an4isimetrica ssi

g(v,w) = i [f(v,w) + f(w,v)J 
l2

( v1 + /3v2Xv3)

aii

entonces A es

2XV35

[f(v,w)

V x V

AC M
J b nxn

en forma unica

Entonces f es

sobre K y una funcion ( \).

y f una fo.b. 
es antisimetrica.

V E

g es fo.b.

funcion/.se


LINEAL.""ALGEBRA

)

ESPACIO PRODUCTO INTERNO (e.p.i.)8.31. DEF .

sobre KSea V un e. v.
in terno. Entonces V pro
interno y se denote por:

( V, IK , ( X ) )

( V , IR, (. \ ) )(2) llama espacioSi K = IR en tonces se

(\ ) )entonces (V, se llama espacioSi K

La definicion de p.i. se puede dar de la.siguiente(1)

( u + ,v\ W) = (u \ w) + ( v \ W ) e Va

(oC u \ w) = c< (u\ w) V u, W6V, «<■ £Vb

( v \ u)(u x v) V eVv u,c

( u \ u) > 0d V u e v

(3) de la Def. 8.30. implicaSi K = IR en tonces
es simetrica.que

Erjemplo 11: Sea el producto interno definido por

(u \ v)
J 3

llamado producto interno.canonico.
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euclidiano.

(3)
uni tario.

n
E 
j=i

QBS . :

forma:

, en el que se ha definido un pro 
vectorial con

(2) 
( \ )

\ v2 )

C u|r S 0 :

due to
J .due to

V u , v , w

Vvl'<V1 x V1 V2

= C

se llama espacio

e V



X
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Si K IR entonces

( u \ v )

llamado producto escalar

= (xy u X1' •
V

Ejemplo 12: Si V

1
(f\g) f (t) g(t)dtentonces

0

Sea V = R2

) yu V

enltonces
? ( U \ V )

un producto interne.

8.32. DEF. NORMA

e.p.i. Entonces se define la norma
de V € VV , por

II v || (v\v)
(\ )■)Sea (V,K, Entonces si8.33. PROP . un e.p.i.

tiene:v, w e V, cc e K se

II vllII V II = l<* I1)

2) v 0
0 ssi
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i

Ejjemplo 13:

E 
j

II v|| m =

CURSO : 
-

i_____________

I

I

es

x2.
J

n>

(Yi, y2)

*171 x2yl y2

= E 
j=l

= (ylf..

X . X .
3 3

(X1' X2

+ 4x~ z

V = IRn

Sea (V, K, ( \ )) un

xly2

v = 0

yn>
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3) (v Cauchy-SchwarzDesigualdad de

+ w II IIv II + II« II Desigualdad triangular

(1) y (2) 'pem. : se dejan de ejercicio
(3) Si inmediatoes

Sea 0 y definamos ai porv Al W V

Sabemos que

0 (AJ \ Ai )

( W- V)V \ w

= (w \w)

I [ V \ W ) I 11 V II ||w II£

(4) ( V+W \ V

+

+ 2 Re (v\w)

+

( II

+ w|| II V II + ||w||
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CURSO :
J___ __

I____________ _
I

(v\w) ( v\w)
IM2

(w \ V )

II V II2

II V

II V

II w II2

II w|)2

II w II2

V II II w II .

e IM2

oK< ||U |p

w> [ & II

= HI2

4) II v

l( V \ w) / 2
IM)2

(w \ v)
II V II2

= llvll2

+ w)

« l| Al II2

v = 0

+ w )| 2

VH + II w II )2

( W \ V )

II V II2

( v\w ) + ( v\w ) +

+ ]|w[|2

21| vll ||w II + ||w|)2

(w\v) (v\w)
llvll2



CURSO : "ALGEBRA LINEAL"

De la Prop. anterior podemos observar que,

(1) Si' L. D.w v v, w son=?

es decir v// w

(v(2) < 1 ' v , w 0V v, w e V,
v w

R2 tenemos;

e ecos

y

8.34. DEF . ANGULO ENTRE VECTORES

entonces se define el an-

e =cos

8.35. DEF . DISTANCIA ENTRE VECTORES

Sea (V,K,(\)) entonces se define la distan-
v € V/U , por

II ai-v 1}d (ai , v )

QBS. : IR2En el caso de tenemos

1) d(x,y) +1

II2) Si x,y e cos e X* Y
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QBS. :

en
i
i

cia entre

( v \ w)
||v||||w||

(w\ V )

IMP

w)

(v\w)
II VII 11 w II 

podemos definir

)2

xiriM)

--y2

= £ v'w

/MM (X2

Si (V,K, (\)) es un e.p.i.
gulo entre v y w €V por

un e.p.i.



CURSO : ’■ALGEBRA LINEAL"

8.37. CONJUNTO ORTOGONALDEF

( v \ w)(1) 0Se dice que v

(2) ai y

H = • i1

(3) S = C V

= 0 i j

dice ortogonal ssi S es ortogo-S = se
y

i

i) ortogonal y ontoEn

2) Los vectores del ejemplo 15

3 ) ( x , y ) , son ortogonales
candnico.p.i.

4) 2Si

2 ii n x2 sen

[0,1]es ortonormal con elen

( f \ g)p.i. f g

) si ..e.p.i.8.38. EntoncesPROP. un
0 € V S c Vy

197.
!

f ( X ) = n

('l

v n

Ejemplo 16: 
normal.

91,

v II

II V

f 2 ’

entonces el conjunto 

jl.fl,

vl’

gn(x)

vi,i

c

(-y ,x ) e (R2

ill

(Vi\ Vj)

vl-’

IRn

son ortogonales

V.i

es ortogonal con w ssi

la base canonica es

v son ortogonales ssi son ortogonales y 

ai 11 = il I
se dice ortogonal ssi

---- :----- —------ lu_ u/__
DEPARTAMENTO DE CAPACITACION^ 
---------- ------------- --------------------^7

con el

S es L.I.

%

• cos 2 ii n x

Sea (V,K, ( \ ) 
es ortogonal >

Sea (V,K,(\)) un e.p.i. entonces:
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8.36. PROP. La distancia entre los vectores
cumple conAl

(1)
ssi Al V

(2)

d(/U-w) « d(xi,v) + d(v,w)(3)

Se deja de ejercieio

canonica yIR314: con el p.i.Sea

v=(l,l,l) , , -1 , En tonces

0cos e 0 e =
3/23

= [0,1]Ejemplo 15: Sea V
1

f 9(f\g) =
0

jTx~ X( ( ). En toncesg cosY
2 2

II xd(ai , v) cos
20

II cosX X
cos e =
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Ejemplo
i

d (ai ,ai ) >0
y d (ai , v ) = 0

JL
2

1 '
2

2

Tf

II x
2

£
2

IT -2
T

2 
)

1
(sen.

1 .
sen

d (ai , v) =|| ai-v || =

V , W € |R3

1).
2

Dejm. :

0
|| sen

|CURSO :

x 
2

X II II cosjj- X |]

y v c V
i

con el p.i.

Si . f = sen

w = (

d (ai , v ) = d ( v ,/u)
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D^em. :
i

Sea S = or togonal

0 0+. . +

0Sea w w S

= I? «', ( vi i

3

= :0

S L . I.es

(1) ¥= 0Si dim V S c Vn y en

si S es ortogonal

(2) Si

n
w

i=l

Sea (V,K,(\))8.39. un•e.p.i.PROP. y

Entonces. se puede construir.L . I .

ortogonal <en V tai quoE =

sea una base del subespacio.generado por

= 1,2, . .. . , Y nr •
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i

V .
1

V .
3

V.
1

CURSO :□__
i_______

n
E
i^l

p|. °C

V 
r

Y n

v n

v n

X n

X r

c< , v .
1 1

!
OBS.: (

i

entonces

v .
i

of .
3

(w \ Vj ) V . & S 
3

o< .
3

n

Yl--

Yi,..

c. J. de los v . S entonces 
i

W.)

bill2

bjii2

'■ ALGEBRA

X,,.

xv

w ws

vl'-

(w \ )

iViA V

S $ dim V

= ( £ «

' S ,

<<1V1

(w \)



” ALGEBRA LINEAL"

estan entonces .dados induct!vamenteLos ottos vectores

1 s m s< n hayan sido elegidos de mo-

do

1 r 4 m

es

Para construir el vector X seam+1
) ,\ x r (8-7)

0Entonces Xm+1

1> j £ m entoncesy si

= IY \XJ-m+1 J

\X JJ
0

tanto I'.’
>vector no nulos en el

DEPARTAMENTO OE CAPACITACION 19 9.

CURSO :
I ■ ■■

de la ‘Siguiente forma:

. Supongamos que;

Los vectores X.i se .obtendran por medio de 
Proceso de ORTOGONALIZACION DE GRAM-SCHMITD.

Por lo
de' m+1

m

r=l

X r

X m

X rX . = m+1

m
E 
r=l

una base ortogonal para el subespacio de V que es generado 
Po^jY1...  Yr.

que para cada X .

X1

\x.)

Vr’(X , im+1

I X1(.

(Xr\ X. )

yl

(Ym+l (Ym+l

(Ym+l

Y .m+1

.XX.)

(Ym+l
Y ,m+1

m + 1

Dem. : 
cion conocida como

es un conjunto ortogonal que consta -

una constanc-

i Primero sea

M2

IK
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una base de este subespacioes

De (8-7) se construyen los as!:vectores ortogonales,

i

(V,K,(\))PROP. Sea un. e . p. i. y

lb V tiene una base ortogonal

2)! V tiene una base ortonormal

Sea E
base,■ w1' * m

obtenemos

G = base ortonormal de V.•

Ocupando

= (3,0,4), (-1,0,7),

DEPARTAMENTO DE CAPACITACION 200.

OBS. :i

Al .
1

U n

CUlRSO :
I
i________
i

Ej emplo 17;

i • '

||w

- | - -
Y Ijiaciendo

(Y3\'x2)

llx2U2

Y3= (2,9,11)

, vn J- base de V entonces mediante. el 
se construye F = j w

Y2 =

4

II X

^1'-

Y2-

X1

X2

<y4\x2)

l|x2ll
<Y4XX3)

I|x3H2

X,,.

(Y2 \ x1) 

llxjl2
(Y3\ X3)

IKil

Sean Y^

Dem.: •

proceso

ortonormal de V.

| 8.40.
entonces.

Y1

w.1

Ji

vl' ’ • ■ 

de Gram-Schmidt

m+1

V.i

X3

X1

X1Y3

X4 X4

X3

X1 X2

dim V = n

El proceso de Gram-Schmidt puede usarse para determinar 
un tonjunto de vectores.

IOBS. :
la independencia lineal de 
(8^7) .

X2

(Y.\ X-L )

X



CURSO : "ALGEBRA LINEAL"

IR3en

(1) Encontremos una base ortogonal de IR3 .

(3,0,4)

(-1,0/7)

(-4,0,3)

(2,9,11)

, (-4,0,3),E '

(2) Encontremos una base ortonormal de V.

F =

4 3(-F .=

(v 2

+
9

3 1

DEPARTAMENTO DE CAPACITACION 201.

■ (1!)

sea

(3,0,4) (0,9,0) 
v/bF1

(-4,0,3)

(1,2,3) = -Ji-(3,0,4) + - (-4,0,3) + 
5 5

-4vl
■-'‘25' V2

(0,9,0) }

( 2 , 0, 
5

4), 
5

(-1,0,7)- (3,0,4)-
25

)
5

X2

(0 ;i, 0)

+ 4 v2

— (3,0,4)
25

2— (0,9,0)
9

25— (-4,0,3)
25

+ 3v3
V3X2

3vl
25

(V1

, 0, 
5

como c. . de la base E1 . 
entonces ocupamos (8-9)

Expresar (1,2,3)
1, v2 , v3 ) e [R3

En general 
y tenemos:

X1

X3

xl +

con ol p.i. candnico.

=

(0, 9, 0)

(3, 0, 4)

y(3, 0, 4)
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CURSO : •■ALGEBRA LINEAL"

Gram-Schmid t consistede laen

apar e

importante problemsforma natural laen unen
aproximacion.

Ele. p. i . y s e a

decir vectorencontrarEs un
y 6 W sea

MEJOR APROXIMACION (M.A.)8.41. DEF .

me j or X £ Ve.p.i. W £ V. EntoncesSean V una aun y
x g. w taide W ,vectored que ;es

II x-y II V 7. e W

el caso IR2 por vectoresEn se ve que
Y6 W tai que;un

(x-y) 1 W

8.42. e.p.i. En tonPROP. Sea ' y W < V , x g- V.
ces;

(1) • ortogonal a todoYew x-y es
Z , Z£ W

unica.Si entonces es

y base ortonormalSi dim W FM y
de W, en tonces;

(x \
Y

OEPARTAMENTO DE CAPACITACION 202 .

de W es
I

E
r

T
(3)

i
l por

OBS . : 
,i ..

w r

w m

II x-z

o IR3

problems consiste en 
por los vectores de W.

//x-yl|

x & V a rbi tr ar.io .

wr ’ 
ikT

a x 

existe una M.A.

OBS. : El ' 
rjepetida de 
ortogonal. 
d 
de

Supongase que W6 V 
hallar una mejor aproximacion posible a x

proceso de Gram-Schmidt consiste en la aplicacion 
i una operacion geometrica basica Hamada proyeccion 
El metodo de la proyeccion ortogonal tambien 

solucion de

y debe ser unico

a x

V un

una M.A. a x

un vector

lo mas pequeha posible.tai que

es una M.A.

s e d e s e a
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CUlRSO : "ALGEBRA L I N E AL"

es la unica M.A. a

Dem. : Se deja de ejercicio.

8.43. DEF. COMPLEMENTO ORTOGONAL (c.o.)

Y S c V. Entonces el complemento orto-
gonal de S es':

V y e S J-

(1) 0

V

j. •(2) entonces (x-y)

8.44. PROP : Sea S c V . Entonces

V

Se deja de ejercicio.

8.45. PROYECCION ORTOGONAL , (p.o.)DEF.

W 4 V .Y una
M.A. de

Si
su

8.46. PROP . W £ V y

OEPARTAMENTO DE CAPACITACION 203.

I
QBS . :

1)I i

ortogonal sobre W, 
a cada vector de V

I 
i2)

Dem. :

V e V /

V1

a x

e w

, dim W = m

x por vectores de W.

v es ortogonal

a xSi y es M.A.

V un e.p.i . ,

Sea V un e.p.i.

Sea V uh e.p.i.

a Y,

proyoc
se llama proyeccion ortogonal

entonces y 
x sobre W.

Entonces si existe y 
se'llama proyeccion ortogonal

Sea V un e.p.i.

S

todo vector de V tiehe proyeccion 
la aplicacion que asigna 
cion ortogonal sobre w, 
de V sobre W.



CURSO : •’ALGEBRA LINEAL”

Entonces la aplica-

V ■>

XX
Xla proyeccion ortogonal de V sobre Wes

Sea x € V arbitrario. EntoncesDem. :

X

1y para Z c W

X-Z
y

2

2II x-(x-
1vectores de W

dim Wy W *= V8.48. mPROP. Sea con

la proyeccion ortogonal de V sobre W.y

(1

(21) W
(3 V

Se deja de ejercicio.

DEPARTAMENTO DE CAPACITACION 204 .

Dem.
i

i
se:tiene

Entonces;
i '
i

t.r

X- <^x -

X

+ 11II x-z

- X

zll2

W0 w1

x £ W

II2

/x ) II

a x para

es una

V un e.p.i.

Il/xil

/Ila proyeccion ortogonal de V sobre W. 

cion .

se tiene

es la M.A.

es una t. £ . idempotente de V en W 

“L es el espacio nulo de

como x £ W

+ ( X - x-z )
(x-/x - Z) £ WX

x - x
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Si T2QBS. : = T ; T es idempotente

8.49. PROP . Bajo las condiciones de la Prop. -8.48.

en
con es-

Se deja de ejercicio.Dem. :

de Gram-Schmidt estudiar • lasnos
formas e.p.i. y

En e-f ecto:

x e. v • entonces definimos:y

por

V- K

( v \

ententes

8.50. (Teorema de Riesz)PROP.

Entoncesn.

3 x e V tai que f

3 EDem.;~ base orto

• normal de V.

DEPARTAMENTO DE 0APACITACION 205.

la proyeccion ortogonal de V 
idempotente de V en W1

f (v)x

t. .

v n

f x

f X

V f e V*

f x

CURSO :
■J -

I

f X

permi te 
particular aquellas que'

.. e. p. i . V.

x)

W1

★ e v

vl'

Sea V un e.p.i. con dimV

dim V = n 

Sea V un e.p.i.

El proceso 
 lineales sobre un e.p.i. y en p  

preservan las estructuras geometricas del

Se tiene que I -
Y edemas I - es una 

pacio nulo igual a W.



CURSO : LINEAL""ALGEBRA

Sea y x

entpnces;

n

i=l

i

f

t.' •£ .)8.51. PROP.

I ■

T.e Hom(V.V).Sea V un n y

Entonces tai que

(T v\ w) w) V v, w e V

la adjunta de T.

Fijemos w €. v y consideremos la funcidn que;Dem ;

Esta funcion
tai que;

(T v \ w ) V v ev

Definamos:

y te'nemos (.T. V v ; w C V

DEPARTAMENTO DE CAPACITACION 206.

f (vi) v .1

★T (w) = x

T*c Hom(V,V)

(vjXx)

= E
i=l

(v\T*

f x

•k f G V

r f(v
i

= f(vj )

= < vj \ )vi)

kLlamamos a T

V --------> ( T v\ w) .
y por el Teorema de Riesz xGV

(Adjunta de uno

f(Vi

* es un elemento de V

fx(vj) =

v \ w) = (v \ T*w)

f ( v) = (v \ x) = X

) (v. \v.) ■ ■

e.p.i. en dim V



CURSO : " ALGEBRA LINEAL"

la linealidad de T se dej an

de

8.52. Sea V un e.p.i. Entonces:n.

1)

2)

3)

Dem. : ((c<T

of (T

(# T) ★

(1) (3) s e d e j .:i n de ejercicio.y

(Matriz Transpuesta Conjugada)8.53. PROP.

dim V basen
y

Entonces;

E
t(aT. ) la transpuesta conjugada.

ij

DEPARTAMENTO OE CAPACITACION 207.

Dem. : v .
1

r /3ij 
i

v .
i

n
E
i = l

donde A

*
A

Y supongamos

i~ ~

^9

Sea V un 

ortonormal de V

e.p.i.,

T e Hom(V,V)

Tenemos T(v.)
3

T*(v . ) 
•3

*
T1

V \ w)

V \ w)

%

—- *
cC T

_ * 
cC T

a . .

(gC T1)*

*
T 2

★ 
t2)

(T1

La unicidad es inmediata y 
ejercicio.

(2) (v\( °C T)*w) ■.=

(T1

★
+ T2

V, , . . . , V I. 1' ' n )
= A = (a^).

c

con dim V

*
= T1

, E = 
con [t]e

= of ( v \ T w )

ic+ t2)

( v \ Ct T* w )
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\ T) )

1 )
n

)
^=1

t

8.54. DEF. ORTOGONAL Y UNITARIO

T6- Hom(V,V) tai que; .e.p.i.Sea V un Entonces

= ( v\ w )(T \v ' se llama:w. C VT V v,

1 Ortogonal si K = IR

Uni tario si K <T

Usaremos unitario en ambos casos.

8.55 . PROP . Entonces;

El conjunto de los unitarios forman. un subgrupo “
grupo lineal general.

DEPARTAMENTO DE CAPACITACION 208.

Pero.i

2f..
QBS. :

I
Entonces:

v .3

a . .13

C 6 R S 0 :
■I-

E

★A

it
V r

a .F3

( E
i

r>

V r(T Vj \

o.£ .

o.£.

V rl

P r I

(T V \

n
(vj\ r p3 z = l

I
1) 
del

w)

= /V
V .1

aij

Vr> V . \ V )1 v r

Sea V un e.p.i.



CURSO : LINEAL""ALGEBRA

es unitario2) T

Se deja de ejercicio.Dem. :

8.56. PROP . cone.p.i. y,

Sea T£ Hom( V , V)base ortonormal de V.E
Entonces:

T es unitario F es base orto

normal de V.

Dem. : ( que F es.base ortonormal de V.

(T yi\ T ) = (v.\

J es ortogonal:F =

por lo tanto F es base de V.F es L.I.

( ) Se deja de ejercicio.

todo unitario Tmostrar

De esto

o./.8.57. DEF . NORMAL

y T £ Hom(V,V) . Entonces diremos queSea V un
T es normal

DEPARTAMENTO OE CAPACITACION 209 .
■ i

I

En toncesI .

) p.d.
i

T v n

v .3

tiene 
I .

★T

*T

v n

= A

*T = T T

T v nT , . .

e.p.i.
si ,

T Vj-, .

= T-1

Sea V un dim V = n

con res-
Ahora queremos mostrar que todo operador 

una matriz muy simple (por ejemplo una diagonal)
pecto a alguna base ortonormal. De hecho, esto se puede esta- 
blecer para una clase mas amplia de' operadores.

K-



CURSO : " ALGEBRA LINEAL"

(1)QBS. : Los operadores
(2) tai que

Simetricos,8.58. Hermitiano (autoadjunDEF .
to) .

T£ Hom( V, V) .Sea y
se llama:

Simetrico(1) si K IR

(2) Hermitiano si K (T

Usare'mos el termino autoadjunto en ambos casos.

8.59. PROP. Sea V un e . p. i . auto-y
Entonces todos

son a

(1) v =£ 0Dem. : Supongamos T v

= ( ?\ v\ v)(v \ v)
= (T v\ v)

★= (v \T v)

(v T v)
(v \?v)'

= 7\ ( V \ V )

a = C. IR

I

DEPARTAMENTO DE CAPACITACION 210.

Si TC Hom( V , ) 
normal.

Entonces si T = T

* T = T

o . zt .

adjunto.

= 7\ v

v_L w

T£ Hom(V, V) 
los valores. propios de T son reales.

(2) Si v y w son vectores propios de T correspondientes 
valores propios diferentes entonces:

entonces T es

V un e.p.i.

unitarios son normales
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Se deja de ejercicio.

y T£Hoin(V(V) normal.8.60. PROP. Sea V
es

★

Se deja d eejercicio.Dem. :

T - oC I,QBS. : Notar que

e.p.i.8.61. Sea V unPROP. ycon

,E esuna

. [T] es diagonalnormal- <=T es E

Se deja de ejercicio

con dimV8.62. PROP . n ,

en
es

Se deja de ejercicioDem. :

(Matriz Unitaria)8.63. PROP.

Entonces existe unaen K.

es triangularA U

DEPARTAMENTO OE CAPACITACION 211.

IDem. :

Sea AC // 
cJ I

* u

CURSO : 
__ l_ 

i 
i I 

(i 2):

i
i
T

(k) nxn

T€Hom(V,V) normal,
Entonces existe

.base ortonormal de V ta'l que
Entonces,

T£ Hom(V, V) .' 
triangular.

tai que todos sus valores propios estan
E base ortonormal de V tai que

■ tai que todos sus valores propios estan 
matriz unitaria tai que,

es un operador normal.

un e.p.i.
vector propio de T 
v es un vector pro

dim V . n

Sea V un e.p.i.

Entonces si v^V, K, se tiene que v < 
correspondiente al valor propio <----
pio de T correspondiente al valor propio de

i

I
IK.
triangular.
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Diremos que U es unitaria

Se deja de ejercicioQem. :

(Teorema Espe.ctral para o. . Normales)8.64.

Entonces

es diagonal

Se sigue de las* Prop.D,em. :

8.65. PROP.
SUS

unitaria tai que A P es diagonalnxn

Se deja de ejercicio

Ej emplo: ' Sea
31 2

2 3 1A = en
3 1 2-

(1) es auto adjuntaA Ay
Luego todos sus valores propios estan(2) IR.en

Los vectores propios de A son ortogonales.

A tiene 3 vectores propios L.I.

buscamos una matriz,
diagonal.

DEPARTAMENTO DE CAPACITACION 212 .

(3)
I

(4)

Dem. :
i

ic 
si LT

ClllRSO :
I 
i"

(k) nxn

r
I

CT1

Tenemos que;

P ortogonal tai que P

p-1

A P sea

si a 
•valores propios en K. 

Entonces existe P

Sea V un e.p.i. 
s-i T es normal y todos 
que existe una base ortonormal E de V tai que,

3x3

es'normal-y tiene todos

con dimV = n, T .& Hom (V, V) .
sus valores propios estan en K tenemos

8.62, 8.63.
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Encontremos primeramente los valores propios de A.

f ( A ) = 0 - 6 )
f ( A ) 0

3

7 sabemos que A es diagonalizable.

<r(i,i,i)>Para 6 $

<(-2 + yr; i, i- /3)>

= <(- 2 3 )>3 ,3 ” ==?

(1,1,1)

1 (-2 + 3 )3,1,1-
3

1 (-2 3,1,1
3

1 /

(1- /3) /1/ 3

A P

OEPARTAMENTO OE CAPACiTACION 213.

i

1 /
(i+ Z?)/

C U R S 0 :
I

1

3

Por el capitulo

1 
'I

y 12+ & 

(-2+ ^3)

y/12-6

^2 =

+ Z?)^3

(-2+ /?) /

P =

/U2

P’1

C JR y son todos diferentes

M..

1, 1 +

1%
A 2

(3 - A2 >
= 6

A 2 = v<3

^3 =-

Zl=.
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8.66. EJERCICIOS PROPUESTOS,

Hacer las demostraciones y ejercicios pendientes.

(2) tR3la base de con

•(i,o,i), (l,0,-l),

(3) grad P(x) £ 2Sea

fg

Encuentre una base ortonormal de la base canonica de V.
(4) T es ortogonalPruebe que

(5) e.p.i.Sea

demuestre x

/R2 lo siguiente?

(X \ Y)a)

(X \ Y)b) 2

c) (X \ Y) +

DEPARTAMENTO DE CAPACITACION 214 .

I

(il)i

i
(6)

(V,K,( \ ))

CURSO :ii
i

X2Y2)

X1Y2

Y1

Y1

Yl)

Para cada par x,y£V.se define .

x« y = 2(x\y)

(0,3,4) j-

con el p.i.■

X1

2(X1

+ X

y define un p.i. en V.

V = yP(x)/ 
.1

<f/g) =

Aplicar el proceso de Gram-Schmidt a 
el p.i. candnico.

Son p.i. en

=> preserva la norma
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9. APLICACIONES

En la introduccion se

Estos las diferenles ramasse en como
por ejemplo la Investigacion Operacional,•Analsis, etc.

Calculo:A

Sea T = D tai que

[I]D:
f f ■

entonces D es una

Sea T tai que.

f •f x € I
a

B. Sistema de Ecuaciones Lineales:

El sistema Ax = B donde

DEPARTAMENTO DE CAPACITACION 215 .

X

expresa la importancia que 
el estudio del algebra lineal.

tenia

t. L

t. l.

CURSO:

T:' 

Veremos algunas aplicaciones sin profundizar ni presen 
tar el marco tedrico correspondiente ya que escape al proposi- 
to del apunte. Estos se veran 
son

T es una

Las diferentes ciencias utilizan los conceptos o herra- 
mientas que se apoyan en el algebra lineal.

-



CORSO : LINEAL""ALGEBRA

(k)

Tx = ¥

6.

Operadores Diferenciales Lineales.

DEF. OPERADOR DIFERENCIAL

tai queL.

(I)

L (x ) D+ +

donde los coeficientes

(2) se tiene que la imagenY de f en es:

(x ) = +. . +

Ejemplo 1: X D2 + 3 x D 1

[ 0' mJde orden

D. Ecuaciones Diferenciales Lineales.

216.DEPARTAMENTO DE CAPACITACION

9.11.
i

a n

(k) nxm

Una t. . t

a . ( x ) 1

operador diferencial lineal de orden 
si puede expresarse en la forma

• C ji' I

es un ij. z

a (x ) f o

a (x ) o

se resuelve haciendo uso de la ecuacion de operadores

l:

al

a Dnf(x) n

^n(I)

Esto se trato en el Capitulo

es un o.d.f.

n sobre el interva-

son continues en I.

2 en

(x ) Dn + 

i (k) mxl

a^x) D f +



CURSO : "ALGEBRA LINEAL"

ECUACION DIFERENCIALDEF .

Una ecuacion diferencial lineal de orden n
ecuaciondefinicion, operadores de laI conunaes, por

h (x)

de orden I.

(2) * , entonces se
ecuacion homogeneala

= 0

anula en(3) I,

se

segun. Io vistoh ( x ) se
0en el

solucidn particular de L h(x)es una y

(D2Si x

entonces;
x

+ D) Y = 0 tiene la solucion(D2

cos x

X + C cos x1
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■ i

I

Ej emplo 2:

entoncesi

Si el coeficiente principal de L 
llama ecuacion normal.

tiene

Y g

valo 
forma

Y P

YP

L y

L y

ilI9.-2.

donde Y P

+ yh

encuentra, 
asi

Yh sen x + C2

lg

C1

sen x +

no se

+ D) Y

La solucion de L y 
capftulo 54, analizando

Si h es identicamente cero en

n enun o.d. /£ .
L y

donde h es contfnua en I y L es
i

en un inter-
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CURSO : "ALGEBRA LINEAL"

PROP.

0Y + 

n-dimensional desubespacioes un

D2 ¥ - Y 0

subespacio de dimension 2
en

L . I.son

espacio solucion de la

base del espacio solucion

Y = C 1

solucion de la ecuacion.es

, Y (x ) 9 m funciones enPROP. Sean n
derivables hasta el orden n-1'

Si los vectores

con n

L . I. L . L .son

es L.I. un ya

aplicando 9.4.,0 tenemos,

OEPARTAMENTO DE CAPACITACION 218.
I •

son

9.4.i

la
I

(x ) o

linealI
i

iJ
9.|3.

x e

x x e

x e

x e

-x e

x e

— x e

(“CO, CD )

Yn-1
i

x e

Luegoiforman una base para el 
I ecuacion

i Su > espacio
( -GO , GO )

Y1(x). , . . .

i
Ejemplo 3

^(1)

Y! (x ) , . . .
i o

Y1(x)

a (x ) Y o

Yn(x)

x2

(Y. (x ) , 
1 o .

-X e

a ( x ) Dn 
n

+ c2

Ej emplo 4 :
I

que si x =

Y2

So13 
k (I)

solucion es un

en I.

i = I,'. ...

El espacio solucion de la ecuacion diferencial 
homogenea normal de orden n, en el intervalol

V x €1 o

Y1(x) , ....



CURSO : "ALGEBRA LINEAL"

(1,1,1),(0,1,2),(0,0,2) es L.I.

9.5 DEF. WRONSKIANO

funciones en entonces se

1
(9-1)= detW Y

(x)

una funcionPara cada xfel (9-1)(2) define I conen
valores reales.

det(A) 0 sus columnasentoncesnxn
al consi.derarlas como vectores de K . Luego tenemos

sigui-ente Prop.la

C9.6 En toncesPROP. Sean Y 1' *
0ssi WL. I.son

Ej emplo 5 : son L.I.

-2detW

ecuacion9.71/ soluciones dePROP. una
de ordendiferencial normal, L. I.n es en

solucionC(I) de lael espaciolo basetanto paray por una
ssi su Wronskiano no nulo I.es en

OEPARTAMENTO DE CAPACITACION 219 .

ecuacionI

x e

ssi 
n

si

(x)
/

X e

-x e

e~x
-x-e

Y n

Y n
Y n

Un conjunto de 
lineal homogenea

-x e

Yn(x)
Y1 (x) n

. n-1
(I) -

en (I)

Yn-1 
n

QBS,. : 
sod L.I.

IY' 12 ' ’ Y!'-

Sean Y, .... , Y 1' ' n
define el Wronskiano por

, (x) , . . . , Y (x)l1 n J

/ xC-

Y1

( n-1
(I)

v"’1

/Y^x) 
y; (x)



CURSO :

oY
por

La ecuacion (D2'PROP .

Tiene las soluciones:

entonces

Si (< =/ e IR(1) Y = 2
Si << =£ /3..(2) + C 2

(3) con

/ = a - b ia • + bic< en tonces

sen b x)cos b xY =
37Si (D + D ) y = 0 entonces

5 3 3- 2D + D ) y. = D

2+ cy = +x2

El espacio nulo. del operador

m(1 (D- c< ) contiene las funciones

m>](2 + b2 contiene a

sen b x , sen b x,.. sen b x ,

cos b x , cos bx , . . cos b x

DEPARTAMENTO DE CAPACITACiON 220.

i

r

OBS. :

2
(D - 1) (D+l) y = 0

podeinof;

cuadraticos,

~-x e

I-
9.|a.

i

ax e ax x e

a o

ax e

n-1 -I- . . . -I-

ax x e

<*■ x e

oc x e

ax e
E j'emplo 6 :

m-1 oc x x eoC X x e

cC X e

(C1

2D5'

Y = C1

4- (C ô

+ c2

C1

C1

D +

,(D7

x+ C ^x e

+ C 7x )

2a D + (a2

m-1 ax x e

m-1 ax x e

V (C4+C5x)ex + C3

si c<. k fi z

+ a ,

Si (D )*(D -/>.) y = 0

/3x e

ODS.: Al resolver (Dn-ba .D1' a )
—j---  n-1 o
factorizar el o.d. £. en factores lineales y 
id visto en el capitulo 4 y aplicar 9.7. y 9.8.

"ALGEBRA LINEAL"

) y = 0



"ALGEBRA LINEAL"

La transformada de Laplace.E.

f (t) y

f(t)dt

donde s es

in tegral

denota por;f y se

(s)

Si f(t)Ej emplo 7: a £ !Rcos a t entonces

(s)
GO

cos a t d t
0

s ( 0 , GO )en
2

Sistenia,'.-.de Ecuaciones Dif erenciales .F.

DEPARTAMENTO DE CAPACITACION 221.

.1

CURSO:
i ■
i 

se----------
i place de

-st e

-sis e

Sea 
consideremosi

S2 + a

en [o, cd]

us o

= X < cos a t) ( s )

r 
0

Si f es tai que esta integral es.convergente entonces 
se define la transformacidn lineal Hamada transformada de La-

En la resolucidn de problemas de valor inicial en que 
intervienen ecuaciones diferenciales lineales se puede hacer 

pleno del concept© de operador lineal y de su inverse.

una variable real.

una funcion de valor real definida

I Desarrollando tecnicas extremadamente eficientes para 
esjtos efectos, esto se logra estudiando el operador integrarjf 
conocido como el transformador de Laplace.



C U R S 0 : •’ALGEBRA LINEAL"

Sistema de Ecuacion Diferencial.9.9 . DEF .

1) Un sistema de m ecuaciones diferenciales con
bles es de la forma:

(t)+. . . . + LIn

(t)L xml 1

en • I sonyson

2) La notacidn matricial es :
\

i-

\h-"7
Tambien3) escribe el sistemase

H(t)L X

4) tiene un sistema homogeneoSi H(t) 0 se

OBS.<:
anteriormente o usar

Sea el sistema de coeficientes constantesEj emplo 8:

0

0

DEPARTAMENTO OE CAPACITACION 222.

Para resolucion de un sistema podemos ocupar lo visto 
el Capitulo 7 (auto valores).

X .3

L mn

h m

x n

x n

X n

o . d . X .

+ . . . . + Lm n

(t)

X1

(2-D)X1 -

/h1(t)

X1

ml

hlLu

Ln In

2 4
X2

donde L..I , 13 continues

+ (D-1)X2

n varia

son funciones de t y

en la forma '

en I.



CURSO : "ALGEBRA LINEAL"

en tonces t:enemos;

/
2-D

0X
/

/ 2-D -1Luego

rv
D-l 0

-1 1

D(D-3) 0\ \

02 ’

0 2

2

solucion general del sistemala es :

1
X(t) = 2

+ C 2 /

7) es parti-OBS. :
den x n

coeficientes consecuaciones diferenciales
tantes.

(9-2)el sistemaSea X 1 A X

•i

DEPARTAMENTO DE CAPACITACION 223 . .

J

El metodo de los valores propios 
cularmente adecuado para

3t e

3t e

-4

3t e

/x

/ c

2/

(2-D)Xx-X

°\

\2

3 e

’-1/

donde A £ //cz L n x n

D(D-3)X2=

C1

C2

X2

X1

= C-l+C
■ C1

C2

X2

/ 2-D

d(d-3 ) y
I ° \

-1\

(Capitulo
la resolucidn de un sistema
de primer orden con

■ / 2-D



L I N E A I.. "" A L G E B R A

i

9 . 10. SiPROP . A t i e n e valore.s propios reales diferen tiesn

A E vectores propios correspondie.n-y son1
a X ■

X (t ) = C. E

2) i'Si A es matriz real y e es aso
al valor propio En tonces

K t son soluciones de lase ecuaciones X'=AXy

iSea el sistema

+ 3 X 2

entonces 1 3\

\ 1 -1/

f ( A ) = det (A- 2\ I) 4y

f () = o Al = 2 , ~22

Para y = 2 (3,1)

Para 7’1 -2 (-1,1)2 ~

si stema es

X(t)

DEPARTAMENTO DE CAPACITACION 224 .

1

I ! '

te
I es

Ejemplo 9:

•71 e

-2t e2t e

+ + C n

7) 
de A.

t n

= ?\2

e?t

I
I.ciado

i

E-2

Xi

X2

Xi

X1

e

V2

E2 =

r •
la solucion general del

V1

E^1....
Entonces la solucion general del sistema AX =

+ c2C1

E-2

los 7)i.

X1

X1

E2

X1 X2

a + b.1

1 *1

un vector propio



CURSO : ’■ALGEBRA LINEAL"

e

+

Ejemplo 10: Sea el sistema

-1\

1 °/
f ( ) . = 1 = i -i+

71 = i = (i, 1)Para

(-1,1)E -i

la solucion general es :

X( l) (t) X+

sen t1
cos t1

OBS. : vector propio asociado. En-y su

son soluciones de X' lastonces, A X ,

cos b t + H t

cos b t

KE+ 7i -donde G Hy7^ = 2 2
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Si /I = a + b^

a t e

a t e

-2 t e

27)

2t e

sen b t J

cos t\
sent/

LG?
sen b t J

xx(t) =

c
x2(t)

X'

X'

0

2,( t)

E7

C1

3C1

g7

ci xi

xi

C2

C2

E .1

2t e

C2

X2

C2

C2

^2 =



CURSO : ” ALGEBRA LINEAL"

Aprox imaciones:G.

El conocimiento de con
vectorialaplicacionestener ennos

piano,de enun a un
lalos enen

Veamos algo sobre lb ultimo.

laEn
mas datoslasuscintamente como
experimentales.

fisica Cel valor deSe desea determinar constanteuna
me to-(el peso especifico de ununa

efectuadela C. Entonces- se
las estimaciones
"mej orde C. laencontrar aes

comon
) e tai que,YX = seay

(C  C)C Y =

termino "mej orel como
debedistancia escogerseen es

de manera que

1 aC 1 Y sea

Y .

DEPARTAMENTO OE CAPACITACION 226.

los espacios con product© interno, 
geometria vectorial (por 

proyecciones),

sustancia) y 
medicion

medidas experimentales
(1.... 1)X n

• , X ' n
C,

(X,,.

aproximacion"
es ta aprox imacion,

El problems 
disponible de los datos experimentales.

Int.erpretamos
IRn

X^.
aproximacion"

toman las
IRn

do experimental para 
el experimento n veces y

es decir C1 se determina por la exigencia que 
proyeccion perpendicular de X sobre el subespacio generado por-

teoria de errores.

Para hacerlo se
un vector

y si C1 
d (C ■ Y, X ) < S

teoria de errores, el problems puede describirse 
interpretacion apropiada de

Veamos una simple ilustracion.

se obtienen

se dispone de

Fourier y

permiten 
ejemplo distancia de un punto 
Analisis en el calculo de coeficientes de
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C ‘ Y
es

Y Y

Y = (1,1)luego

X • Y (9t4)C '
Y • Y n

Generalizando

[R2 y en conjunto mediciones

)X

de C. C '

de C consideremos el vector.usando los X i

X =

vectores ortogonales tales quey

o,..., 0)Y

(0,..., 0, 1....  1)

las e a
e

X • e2 2
entonces,

y

227.DEPARTAMENTO DE CAPACITACION •

'(X \ Y)
(Y \Y)

+ Xn

x = (1, • • 1,

Pero por el Capitulo 8 tenemos 
que la proyeccion

\ \
\

X

Tomando ,

xl+

^PSIDAD D£

INVEN AKIO •V

4 = C2 =

V

2 ’

y2,

•Y-2

Y2 =

12 ’ -

(C^C')

X21'- xl2,. ) £IR2n

C ' 2 
cion perpendicular de X

Y„. Luego X - (ciYi

X-Y2X-Y1

X o n2(Xll,

Y2

X1

1
Y1

X T .
nl'

^2

x n2

Sea C = (Ci,

(xll- 

e iR2n

Y • Yr1 1

Deseamos encontrar la. mejor aproximacion a

n veces 1

4- Y

anterior dara

tales que C]_Y1 4’ C2 Y2 sea Pr°yec- 
sobre el subespacio generado por Y 
+ C9Y') debe ser perpendicular a

apropiadamente, el metodo 
aproximaciones tanto a vectores como a escalares.

C2)€

, X ( X . , ‘ n nl'



CURSO: •’ALGEBRA

+ +
y

nn

1 (9-5)C 1y + +
n

minima laSe caracteriza como el vector en que sea
cantidad

2 (9-6)i

n determinaciones experimentalesEn general,
nvector ,C en |Rde un puede manejarse de la misma forma.

daUn problema cuandoocurre se un
y.

En
los valores de losX

Y 2
( 9-7)

aproximacion para!C

DEPARTAMENTO DE CAPACITACION 2 2 8 J

El problema es determinar la mejor 
proporcionada por estos datos.

L I NE A L "

Y n

X n

ex n

C 1 II

X ) n

V2 = CX

IRZ

C2

Y. , . . . , Y 1' ' n
ecuaciones y una

C 11

n

E iix
i=l

Xi---

rRn

Yi = cxi

(xi

xn + x .n-.L + X ~ n2X.12

como un

Consideremos los vectores en

escalar, y, que depende de otro escalar, X, esto es, Y = CX, y 
se intenta determinar el valor de C experimentalmente (despla- 
zamiento de un resorte). En este caso el experimento produce 

Xl'*‘’' de X y los valores correspondientes 
para Y que pueden disponerse como un sistema de , n 

unica variable C.

afin de este tipo



CURSO: "ALGEBRA LINEAL"

X e

Se trata de encontrar el escalar'C'
c e r c a

sea peque
na. Es decir C'

2
Y

pero ,
2

(C ' X-Y ) • (C ’ X-Y )

(9-10) .

el escalar que reduce ales
suma

MINIMOS CUADRADOS,
que; 1 (C ' X-Y)•X = 0C 1 X-Y X 

X -YC '
X • X .

(9.11)C 1
+

Ejemplo : Encontrar la M.A. a C obtenible de

2 5 4CC
2 3C 6 = 6C

(1,3,4,6)' , YSol. : (2,2,5,6)X

DEPARTAMENTO OE CAPACITACION . 229;

Este metodo de aproximacidn es llamado el. metodo de 1'os 
y para calcular C' explicitamente t-enemos •

X .1

X2 n

n
= C (C

1=1
2

Y. )1

X21 + •

tai que la longitud del vector C' X-Y 
debe reducir al minimo la cantidad.

entonces la mejor aproximacidn 
minimo la suma (9-10).

Yn)

tai que el vector
in a s cere a de Y . S c:

|| C X

C* X en el subespacio generado per 
debe'escoger C‘

+ X Y n n

|| C 1 X-Y l|

X ) n Y = (Y1,.

a C

X1Y1 + •

X e s t* e I d



CURSO : "ALGEBRA LINEAL”

2+6+20+36 32X’YC '
1+9+16+36 31X *X

de menudoEs te surge a
curva.

pide encontrar una
Y = CJ Xor i

1' n '

y lue-
go elegir C' de

nima.

(9-10)

Y , es

1' ’

+

(n > m )experimentos i ; hayn
dado y •e para
nemos
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Veamos el caso general 
de los escalares X

Y .i

Y n

+ c m

+ . . . . +C m

X m

X nm

X m

C ' X . -Y . i
suma

c . .

C, X n1 nl

recta Y=C'X que pase por el 
. gen que mejor acomode los puntos

(X, , Y. ) , . . . , (X , Y )1 n n

! Ai

'W

xv

como un

designar por^^ =  
tai que la 

los cuadrados de los A .
i

Y1

X1

el experimento
X y. Es decir te-

Y = C1

en que un.escalar.

sea mi-

Es decir se

c, X, n +.... +c xn1 11 m Im

Pero esta suma es juslamente lai cantidad dada en 
y el problema es identico al resuelto antes.

X .  X , 11' ' im
el sistema

El metodo de solucion es

Se hacen

aprox imacion,tipo 
problema de ajustar una
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para los C. que
i

a
□ i j

En efecto considefemos los vectores:

(YY =
W

base de W

se eligen de manera que el vector

d'e-sea la proyeccion perpendicular de Y sobre W. Asi,
ben minimizar la longitud del vector

Y
2

)+

se determinan a partir de las re

0 m1 m m

que nos dan el sistema

(X1‘ x1)c^ +. . +

. . +1 2

+....+ m
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En la practica, los 
laciones de ortogonalidad.

C ' m

• • +-C1 X„)- yJ •

X m

x m

X m

+... + C m

. . + C X . m im

los C 1

+ .... + C ' X ) m m

SA

xi

(X2‘X

Los C 1

El problema es encontrar los 
aproximan los C_.X^_. a los Y^ lo mas posible.

Ci

. , X > ' m

1....  Yn>

= X »Y m

) C m

xl--

<xx,.

xi =[(Cix1

(Rn

■Ci +•

(X • X1 m

(cixil

X21,.. x 1 nl

(X • XJ C' ml 1

= <X1Im

- (X1;L,

= X^Y

(X • X ) C' 2mm

(X * X ) c ■ m m

X ) nm

es decir a

(cixl

i = 1, . .

CiXl

x2-y



CURSO : "ALGEBRA LINEAL"

en las

PROGRAMACION MATEMATICA (P.M.)H .

las alternativas posi-
ser

de permi ten,Queen un en
masforma permi tan determinar lasque

dicisiones asimismo evaluar la inciden-como
sobre estas tener varlaciones en

Dentro ' de modelos laestos
La P.M.

te asociada las decisio-
seleccionarse de

trata de determi
f un-Xfc IR

cion matematica.
decision.

en que

o bien;

funcionEl set X
obj etivo.
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Programacion
esta generalmen

matematicos, 
Matematica ocupa un lugar profesional.

derivar reglas 
convenientes, 

decisiones

Max f(X) X

facil, 

mas

En muchos problemas de decision, 
bles y criterios de evaluacion pueden ser razonablemente formu- 
lados en terminos de un modelo matematico.

X ) C n

cia que sobre estas decisiones pueden 
algunos de los factores considerados.

Xn'Max f(Xx , .
Xt = (Xlf. X c IRn

Formalmente, 
nar el vector X1" - (X^,. 

f (X

Estas ecuaciones se Haman

maximice una
en un problema de P.M. se

.., x ) e x, x e iRn, n '
j,..., Xn) que sintetice el objetivo de, la

Es decir debemos resolver el problema.

m variables C; , . . . , C’ . 1 ' ' m
Ecuaciones Normales para la aproximacion en cuestion.

se llama set de oportunidades y f(x)

con decisiones de corto plazo, 
nes posibles estan- restringidas y esto se debe 
modo que maximice o minimice un criterio de evaluacion unico.

en que
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/ g ( x ) C b ; x 0X x

/

g(x) = ; b =

(X \

La P.L.

en s o n
i

lineales.

Estudiaremos como deresolver P.L.un
la P.L.

desarrollara verdadero estudio de lase unen
P.L.

matematica,vista de
P.L. como:

Max

s. a.
+. . +

. . +

>z 0
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pero, 
(esta

a mn

X n

X n

. X ^0, . .

x1 +.

Desde el punto de 
el problema de

pequena 
clase)

X m

X1 + ’ X b n m

Dos importantes casos especiales de P.M. Io cpntituyeh 
la Programacidn No Lineal y la Programacidn Lineal.

problema 
introduccion a

3 1 ml

1....  Xn>

caso particular de la P.N.L.
el cual la Cuncion objelivo f(x) y las funciones g.(x)

all

y
el curso de la Investigacion Operacional.

b
7

xi

en que

UnIn

C1

(Xr..

es en realidad un

En el primero, el set de oportunidades (o de decisiones) 
posibles X esta caracterizado por:

■■ Xn’

solamente abarcaremos una

.< bi

. . + c n

parte
se aborda en

la programacidn
puede formularse
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o bien:
C XMax

A X i bs. a.

X >/ 0

Veremos visualizarun nos una

tambiencomo en

en

netas.

ra

tiene laY se
de cadamuestra y

Horas/SemanaProd. 1. Prod. 2
2 1 70

2 1 1 40
3 1 3 90

Precio unitario 70 120
Costo Unitario 30 60

Formulemos el problema mediante un modelo matematico.

DEPARTAMENTO DE CAPACITACION 234.

El problema consiste en 
el’corto plazo (por ej.

la produccion

Maq.
1

ejemplo que nos permitira 
solucion grafica del problema y para luego analizar

• algoritmo de solucion llamado Metodo Simplex, 
Analisis de sensibilidad.

Ejemplo: Un taller puede frjbricar dos productos diferen-
tes utilizando tres tipos de maquinas. 
planificar la produccion del taller 
semanal). Supongamos que el objetivo 
mensual que maximice las utilidades

El proceso de fabricacion puede descr’ibirse de la mane- 
siguiente. Ambos productos requieren de las 3 maquinas, 

siendo imposible utilizer la misma maquina simultaneamente para 
la elaboracion de los dos productos. Y se tiene la siguiente 
tabla que muestra las boras disponible.s de cada maquina y las 
boras requeridas por cada producto.

es escoger

en clase un
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Eri efecto:

: Produccion semanal de producto 1.Sea

: Produccion sernanal de producto 2.

Max B 60 X+ 2
70 (1)s. a. +

40 (2)+

£ 90 (3)+

> 0 (4)

> 0 (5)

7\ V b

A

0 D .

: El set de•X los diferen-a
0 A B C D)

dBd BVB ) (40,60)

(15,25)X 1 programs de produccion
= $ 2.100B
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oportunidades corresponde 
tes planes de produccion (polfgono

©
(D

2xi

40 X

X2

X1

X2

X2

SX2

X1

X1

X2

X1

X2

X1 3Xj

Solucion o

(
^X1

X^B
2


