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PROLOGO

El libro que el lector tiene en sus manos es el producto de una
larga reflexién y su caracteristica’es que escapa a la versién clésica
de los cursos basicos de nivelacién. Tiene la intencién de dar a los
estudiantes una visién introductoria no sélo de algunos temas de la
matemdtica elemental, sino ademds, de iniciarlos en'la matemadtica
aplicada relacionada con los modelos matematicos.

Los autores estdn convencidos de la necesidad de familiarizar a
los estudiantes desde el principio de sus estudios de matemaética con
el concepto de modelo, y al mismo tiempo usar las modernas he-
rramientas de calculo como son la calculadora manual y un software
de matemitica avanzado como es el DERIVE.

Se hace mds énfasis en la calidad de la materia que en la canti-
dad, con la pretensién de que el estudiante y el profesor, tengan la
oportunidad de profundizar y madurar las ideas que surgen, tanto
de la matematica, como de los fenémenos que se estudian.

A pesar del caricter introductorio de los contemdos del texto,
los problemas que se plantean y se examinan no son sencillos para
el estudiante primerizo, sin embargo esperamos que éstos asuman
con responsabilidad este hermoso reto.

Los autores
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Capitulo 1 | Los niimeros
| reales

Objetivos

1. Recordar las propiedades de los nimeros reales. _

2. Recordar el concepto de valor absoluto y funcién valor absoluto.

3. Resolver inecuaciones.lineales y cuadraticas.

4. Utilizar EL DERIVE para resolver inecuaciones y graficar funcnones
con valor absoluto. '

1.1 El sistema de Ids-;nﬁm'érds reales

Desde la mas temprana edad empezamos a trabajar con los niimeros reales sin
~ imaginar siquiera que el hombre se demoré miles de afios en precisar su verda.dera.
naturaleza. .

Histéricamente, primero se inventaron los nimeros naturales y posteriormente
las fracciones; este hecho ocurrié hace varios miles de afios. El conocimiento de
estos ndmeros le permitié a las civilizaciones egipcia y babilénica un notable pro-
~ greso econdmico y social. Posteriormente, durante el apogeo de la cultura griega,
hace alrededor de 2 500 afios, los griegos se vieron en la necesidad de inventar los
miimeros irracionales simples tales como \/_ V3, etc.

(s ;

Cuenta la leyenda que un pitagérico curioso intenté medir la longitud de la
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cuyo denominador es cero no tiene ningln sentido, por lo tanto es un error escmbn’
&> cualesquiera sea el nimero entero a. Lo mismo no tiene sentido escribir 2 o

Por el hecho de que las fracciones se expresan mediante la razén entre dos
numeros enteros se les llamé Nimeros Racionales. Estos niimeros se designan
con la letra @ a causa de la palabra inglesa quotien, que significa cociente. El
conjunto de los Nimeros Racionales se denota abreviadamente mediante:

Q@ ={7, talque, a€ Z ,beZ b#0}.. .

De la definicién de nimero racional se desprende de-inmediato que los niimeros
naturales y enteros son también racionales. Observe, por ejemplo, que los nimeros

—13, etc, se pueden escribir en la forma f . =13 etc, respectivamente.

El hecho de que tanto los mimeros natura,les como los nimeros enteros sean
subconjuntos del conjunto de los numeros Iacwnales lo escnblmos en notac;on de
conjuntos €n la forma siguiente:

NCZCQ o

¥
.

Todos los mimeros que no pertenecen al conJunto de los nimeros racmnales se
llaman Nimeros Irracionales y se des:gna.n con la letra mayuscula 1 por influencia
de la palabra mglesa irrational. '

- A pesar de que los nimeros irracionales permiten efectuar mediciones més
precisas que todos los otros mimeros, la mayoria de las veces, por motivos précticos,
aproximamos los nimeros irracionales con nimeros racionales. Asi, por ejemplo,
con frecuencza, escribimos 7 & 3, 14,

El con_]unto 'de'1os Niimeros Reales, que denotaremios por la letra IR, es-
ta formado por la unién del conjunto de los nimeros racionales y los nimeros
irracionales, esto es:

R =QuUI
De lo antes dicho se desprenden las siguientes relaciones entre conjuntos:

a) NCZCQCR b QnI=¢ o QUI=R

o

1.2 La recta_ numérica

No olvidemos que los nimeros reales sirven funda.menta.lmente para medir y
calcular y su invencién a través del tiempo tuvo siempre ese cardcter. Al prmcxpxo el
hombre se contenté con realizar mediciones muy groseras, pero a medida que se fue
desarrollando el comercm la navegacion, la industria, y otras actividades, se vio en
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a) La propiedad transitiva.' st z<y; y< z, ;entonces' @ Ziy -

b) La propiedad ad1t1va siz<y <>z + z < 'y + z

c) La propxedad multlpllcatlva, S B NP F HS SEICRMER P
.,lz)_sx z2>0;z<y<=>z2<y:z
i) si 2'<0{z <y >z > yz

Estas propiedades también se cumplen si reemplazamos los simbolos <"y ">" por:
los simbolos <" y ”>" que se leen, menor o igual y mayor o igual respectivamente.

1.5 .Desigua.ldades‘ o inecuaciones

Es proba.ble que casi toda la expenencm ma,tematlca, del Iector, este llgada a las
ecuaciones, es decir a las igualdades. Sin emba,rgo la reahdad se comporta mas
bien con aproximaciones; con desigualdades. Asl, por ejemplo, cuando med-
imos distancias, superficies y volimenes, con segundad estas mediciones contienen )
errores. Tales mediciones que oscilan entre dos nimeros, debemos expresarlas u- -
tilizando el lenguaje de las desigualdades. Cuando decimos que el volumen V de
un cilindro es mayor o 1gua.l que 30cm y menor o igual que 32cm?® escnbxrnos

30cm < V < 32cm

{Cémo debe variar el radio de una esfera para que su volumen sea mayor que
12em3? :

SOLUCION Si el volumen de la esfera esta dado por V=4rrla demgua.ldad
que expresa este hecho es:

4
7’ > 12
3
Si aproximamos 7 = 3 la desigualdad se escribe:
4r°>12 = >3

De esto se desprende que el radio de la esfera debe ser may'or. que /3.

De estas y otras consideraciones que analizaremos m4s adelante, se mﬁere la
- necesidad de aprender a operar también con desigualdes.
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Efectuando las operaciones que estdn indicadas se obtiene: - cra

2z > -1

II) El sentido de la desigualdad no cambia si los dos miembros se multiplican
o se dividen. por el mismo niimero positivo.

[Efemplo 5]

En la des;gualdad 2z > -1 del eJemplo ant;enor, podemos multlphcar ambos .

miembtos por 2 , 0 lo que es lo mismo dividir ambos miembros por 2, para obtener
la demgualda.d equivalente:

2 1
-2£> —5‘, esto es; z 2 —5

Podemos resumir todo este proceso en la forma siguiente:

24322 / +(—d) eqﬁiv.alent;e con

2z +3 4 (- 3)>2+( 3)<==>2x>-1

S
De esto se desprende que:

2 > —1 - - >\—-?
221 [i2emap2og
de lo cual se deduce que: z > —1. Observe que para resolver la inecuacién debe-

mos despejar la incognita x tal como lo hacemos con las ecuaciones. En lenguaje
conjuntista escribimos que la solucién de la ecuacién es:

1
S=A{z/z > *5}

Este conjunto de puntos puede visualizarse ficilmente en la recta numérica.
En efecto, los va.lores de x que son solucmnes de dicha inecuacion se hallan todos
a la derecha de —1, incluido el nitmero ~1. Ver fig(2).

'th (2 “ R e "
. -4 ~f, [ _ '

III) El sentido de la demgualdad se invierte si los dos mlembros se multiplican

o se dividen por el mismo nimero negativo.’ -
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1.8 Ejercici't')s resueltos

1. Resuelva las siguentes inecuaciones y exprese las soluciones en notaaon de
intervalos y de conjuntos.

Ni+1<3E2 9 m>2—‘_£-;2.+£1;—3 ) (z=3)(z+1)<0

4) =250 f 5),1:+,.%¥;s;g

mecuacxon debemos despejar la varla.ble X utlllzando las. propledades de. las igual-

dades y de las desigualdades. En este caso conviene primero deshacerse de. las

fracc1ones, para esto es suficiente multiplicar la-inecuacién por 6. En efecto:
x| z-2

3 ti<3

/-6 esequivalente con 3z +6 < 2r —4

nota,c1on de conjuntos se tiene:
S={z/z < —10}- y en lenguaje de intervalos: S =]—o00,-10[ .

Graficamente tenemos:

v

gy e iy r
_ (. .0

2) Esta inecuacién se resuelve en forma anéloga a la anterior. Multlpllca.ndo la
ecuacion por 10, se tiene:

z-2 . z+3
5 "2

10z > 20 — 2(z —2) + 5(z + 3), es decir
10z > 20 — 2z + 4 + 5z + 15, luego,
10z > 39 + 3z, por o tanto,

z > /10

Tz > 39, de donde resulta que,
39

T > —
7

En notacién conjuntista

S = {z/z >'§73}

-3

Despejando la variable x, resulta que z. < —10. Expresando la solucién en
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De lo anterior se desprende que el conjunto de todos-los x- que satlsfacen i) y
-1v) se hallan en la interseccién de ambos intervalos, es decir, en:

S, =]—oo,—1]n1—oos]=]-§o )

Finalmente la solucién 8 de Ia inecuacion propuesta 1n1c1a1mente es igual a la unién
de Sl con 53, esto es: :

S=58 U S =]=00,~1] U 3,400

Hemos resuelto satlsfactorxamente la inecuacién ptopuesta Sin embargo, me-
diante la tabla (1) llegaremos al mismo resulta,qo en una forma rapida y cémoda.

) ~00 -4 3 00
T4 1 = |1+
tabla (1) z—-3 ~ =
T [EE e

La tabla se ha construldo de acuerdo a las elgulentes premisas. Los bmormos
(z+41) y (z - 3) de la inecuacién propuesta se colocan en las dos primeras filas y
en la tercera se coloca el producto (z + 1)(x —3). Puesto que estamos interesados
en estudiar las soluciones de la inecuacién en el intervalo | — 00, +00|, se colocan
en la parte superior de las' columnas, en ambos extremos, los simbolos —o0 y +o00.
Los numeros —1 y 3, que son las solucxones de las ecuaciones t+1=0yz—3=0
respectivamente, van puestos tal como se indica. .

Debemos, ahora, estudiar los signos de cada uno de los. binomios en los in-
tervalos abiertos | — oo, —1[, ] ~1,3[, y ]3 +oo[. Para saber esto es suficiente
que el lector evahie los binomios para los nimeros reales que pertenecen a dichos
intervalos.

a) Observe que el binomio (z + 1) es negativo en el intervalo ] = o0, —1] : es
positivo en el intervalo | — 1,3[ ; y es positivo er el intervalo |3, +o0|.

b) Por otra parte el binomio (z - 3) es negativo en 1os intervalos. ]—o0,~1y
]—=1 3[ y positivo en }3, +o0[

Los signos correspondientes al producto (z + 1)(z — 3), en la dltima fila, se
obtienen de acuerdo con la regla de los signos:

) (=) (5) =4 i) (4)- ()= i) (1) (4) =
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Los nimeros —1 y 3 se calcularon resolviendo las ecuaciones z — 3 =. 0 y
z+1 =0. Del analisis de los signos de los binomios en cada uno de los intervalos,
en una forma andloga al ejercicio anterior, resulta la tabla (4).

ot T E o

Xx=3 = | =
tabla (4) |x+1 [ —
z=3 | |
_z41

+|.

+ _
+ -

Por otra parte la solucién de la inecuacién no puede contener ni al ~1 ni al 3.
En efecto: para z = —1 la fraccién resultante no tiene sentido; para = = 3 se tiene

que % = 0, luego 3 no puede ser solucién de la inecuacién.

De la tabla anterior se deépreﬁde que la éolupién es:

S =] — 00, ~1[ U ]3,400[

5) Cuando resolvemos una inecuacién debemos tratar siempre de expresarla
mediante un producto o un cociente de binomios mayor o igual que cero, o menor
o igual que cero, para poder utilizar el método que hemos desarrollado: Este es el
caso, por ejemplo, de la inecuacién propuesta. Resulta entonces que:

14212 ¢ T2 120 esdecir
4z 4z
c+2—-4z 2 -3z
—_— < <
4r 4 - "‘.0

Observemos que esta tltima inecuacién es similar a la que hemos resuelto en el
ejercicio anterior y la tabla, cuyos puntos criticos son 2 y 0, es la siguiente: -

~0 0.2
2-3x | + .|

+
tabla (5) x | =1+ 1+
+

\
Note que el cero no puede ser solucién de la inecuacién ya que, para este valor,
la inecuacién se indefine. En cambio para % la inecuacién es igual a cero, por lo

tanto g es una solucién. De la tabla se desprende de inmediato que la solucién de
la inecuacién es:

S :] - OOyO[U{§1 +°°[
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Lo que significa que la altura del cono que el fabrlcante tiene que construir-debe ,
oscilar entre 1,63 my 1,79 m, esto es, - -

0,1,63 < h < 1,79 -

3. Resuelva los siguientes sistemas de inecuaciones.

2e-5> z-2 ' 2-3< 0 ' to4< 1
2) { z+8< 12 ) { CE< 1 °) Z+12< 0

~a) De acuerdo a lo dicho debemos resolver cada. una de Ias ecua.cmnes y }uego
intersectar las soluciones.

i) 2m—-5>w—2¢$r>3 porlotanto S1 =13, +oo[

i) +8<12 <> z <4 porlotanto Sz=]—-00,4[

En consecuencia la solucién del sistema-es:

S =18, +00[ 1] = 00, 4[=]3.4] .

b) En la misma forma se tiene:

: 1
i) g—i—<0 = x<% y luego S =]-—oo,§[
1) 'f)uesto que z < 1, resulta que S; =] — 00, 1]

En consecuencia la solucién es: S =] - 00, 5[N] — o0, 1[=] ~ 00, ]
c) Finalmente se tiene que:

1 -5z

R ) 1 , .
z)——4<1¢: <0

Para resolver la i xnecuacmn 1= ;x < 0 debemos utthza.r la tabla acostumbrada, cuyos

puntos criticos son 0 y % 5 Resulta. entonces Co

SUREE O; y% ‘60 L

1-5x | + | +

tabla(¢) | x | =4[+
. ) +' :

1~-5z
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-Algunas propiedades. del valor absoluto son las siguientes:

) UG= )l 8 <lal+ B ) a6l < al- b
1.11 Desi_gualdades con valor absoluto -

A continuacién resolveremos algunas desigualdades en las cua,les es. necesarlo
a,phcar el concepto de valor absoluto. S

Ejemplo 9

Hallar la solucién de la inecuacién |z] < 2 -

SOLUCION. Teniendo en cuenta el concepto de valor absolito como una dis-
tancxa., se ve claramente que el conjunto solucién’ de la inecuacién éstd formado
por todos Ios puntos cuya distancia al origen es menor o igual que 2.  Deé ésto se
desprende que la solucién de la inecuacién es el intervalo cerrado [—2, 2]. Si nuestra
desigualdad fuese |z| < a resultaria que el conjunto solucién estaria formado por
todos los puntos cuya distancia al ongen €s menor o 1gua.l que a. Esto nos sugiere
las siguientes proposiciénes:

(1) |z]<a <= —-a<z<a

[Ejemplo 10 |

'Resuelva las desigualdades: a) |z| <10 ) [:t: - 2| < 1;
SOLUCI(SN Aphcando en cada caso la proposicién correspondlente, resulta:

_ a) |z] <10 e -10 < z < 10, por lo tanto la solucién de la desigualdad es
el mtervalo [~10,10] :

b) |m -2/ <1 = -1<z-2%<1 Puesto que estamos interesados en
determinar los valores de la variable x que satisfacen la desigualdad propuesta,
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Debemos hallar ahora la solucién para cada una de las i 1necuac1ones y.unirlas.
En efecto
Z) 2% — 5 < —1 e 20<4 &> < 2, luégo la solucién es Sy =] ——oo 2]
)22 -5> 1 < 2:(: 26 < z2>3, luego la soliicién es Sz [3 +oo[

En consecuencia la solucién de la inecuacién es S =] — oo,‘Z]_U [3, +o0.

Finalmente en c) 12|z~8>36 <= [z—8|>3 <> z-8< -3 0 z—8> 3

De donde resulta que, z <5 o z > 11 por lo tanto S =] — c_>o',.'5] U {11, 4o0]

1.12 Ejercicios propuestos

1. Halle los valores de x‘pa.ra, los »‘c:ua,les-zson l;;Jéitivas Ias; expre'sio"nes.a‘sigui"en.tes:
a).3z -5 b)-<12:r—-’—w,c) 142 d) 5(x—1)(z+2)

2. Determine los valores de X que hacen negatlvas la.s expreswnes sxguxentes
@r-t b —o-(-2=1 o I+i. 43

3. Resuelva las siguientes inecuaciones y exprese la solucién graficamente.
Q) G 4TS (44 6T 4 12 0
€)3,0lz-2,71+1> & '-frgr-): ‘-Zﬂ‘+'”--l:+1 < 52

4. Determine los valores de x para los cuales los radicales dados representan
numeros reales. .

?) Vi=T 1) vz f"('_‘zx +3) ¢) \/(:z: "z =2)

5. En las siguientes parabolas determine el conjunto de puntos tales: que:

, . a)y=1z>—2z -3 estd sobre el eje de las x. .. . :
b) y = 2% + 6z + 8 estd bajo el eje de las x.

c)y=2z+ z pertenece al eje x.



inecuad6n.es
valores.de

17.

- Los niimeros reales. 21

El gréfico de la funcién f es.el de la figura siguiente:

;Cudl de los graﬁcos de mas abajo representa aprox1ma.damente la funcién

71

18.

19.

20.

21.
22.
23.

24,

x

N

. . <r 2)~222.
Determine el intervalo en el cual la funcién g(z) = (e?) 2z o mayor que
(129
cero.

1 N

{En qué intervalo la funcién f(z) = (21:(%):*3()4;_1_)_2. es menor que cero?
i El grafico de la funcién g(a:) = esté sobre el e_]e x7 J ustlﬁque su
respuesta

z2+z+l

LEn qué intervalo la funcién f(;z;) S v, - >0

:z-l ]
Trace el grifico de las funcxones a) y = |z| b) y=|z+2|

De acuerdo con la ley de Boyle, la presién p (en hbras por pulgada cuadrada)
y el volumen v (en pulgadas cibicas) de un cierto gas satisfacen la igualdad

pv = 800
{Cudl es el rango de valores posibles de la presién, si 100 < v <200 ?.

La relacién entre la temperatura Farenheit F y la temperatura Celcius] C
estd dada por

F=32+§C

Si el rango de temperaturas en un cierto dia va de 70’ gra.dos Farenheit a la
milima a la maxima de 90, ;Cudl es el rango de variacién de la tempreratura
en grados celcius ?
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1.14 El DERIVE

Al ejecutar EL DERIVE la pantalla aparece dividida en dos partes. La parte
superior, en la cual se leen las especificaciones relativas al programa y la parte
1nfer10r en la cual se lee lo siguiente: '

Command: Author, Build, Calculus, Declare, Expand, Factor, Help, Jum[;,
Solve, Manage, Options, Plot Jump, Remove, Simplify, Transfer, move, Window,
Approx

Con la, barra espaciadora usted puede mover &l cursor sobre-cada una de las- . g
funciones que aparecen a la derecha de Command. Para ejecutarlas, después que ...,
el cursor este sobre la funcién elejida, es suficiente presionar la tecla Enter.

1.14.1 Soliicién de inecuaciones.

[Eompie]

Resolver la inecuacién %=1 + % > £

Para resolver la inecuacién propuesta, coloque el cursor en |Author|y
presione la tecla Enter. A contmuacnon efectue la snguxente sucesiéon de
operaciones. '

1. Frente a Author expression: escriba (z — 1)/4'+ 2/5 > z/3-y presione la
tecla Enter.

2. En la parte superior de-la pantalla aparece 1 : x—zl- + % >3

3. Coloque el cursor en Solve y presione la tecla Enter.
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9. Aparece el grifico de la funcién y = |z — 1|. Presionando la tecla Enter se
limpia la parte superior de la pantalla y en la parte inférior aparece nueva-
mente Command

Nota. Usted puede achicar o agrandar el grifico modificando la escala en
los ejes coordenados. Para esto debe poner el cursor en Scale, presionar la
tecla Enter y efectuar los cambios que desee en los €jes z e y.

1.14.3 Ejercicios suplementarios.

Utilice El DERIVE para graficar las funciones que selmdlcan a continuacién haga
el grafico de las.funciones con valor absoluto Explique, en ellos, "que hace” el
valor absoluto.

[

(@) =2 -5z
f@)=10-a7
f@) = VaT=9

f(z) = °

e N st o W N
e
I
|_

¥y =6 +8z% — z*
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Rectangulares (Hamado posteriormente Sistema Ca.rtesmno de Coordenadas). y las
funciones pudieron graficarse. : o

A pesar del extraodinario desarrollo de la fisica, matemaética, astronomia y otras
disciplinas entre los siglos XVI y XVIIL, el concepto de funcién no fue definido
claramente sino hasta el afio 1837. En esta fecha Gustavo Dirichlet (1805-
1859), en una memoria a.parecxda. en dicho afio dio la sxgmente definicion:

"Una cantidad "y » se llama funczon de ‘una cantidad variable

?z”, st a cada va,lor de "z” le corresponde un inico valor de ”y”

Afos mas tarde cuando se inventé la teoria de conjuntos a las palabras, "a cada
'valor de”, se le agregarian las palabras "perteneciendo a un conjunto”.

Durante mas de dos siglos los matematicos y fisicos habfan estudiado feniémenos
relativos al calor, mecdnica, dindmica, electricidad, magnetismo, etc, sin tener
una definicién clara y precisa de dicho concepto. Sin embargo, este hecho no
impidié a los cientificos alcanzar los més notables progresos en sus respectivas
disciplinas, utilizando un concepto intuitivo de funcién. Esto muestra que muchas
veces, en un determinado contexto los conceptos intuitivos tienen tanto o mds
fuerza que las definiciones formales. A partir de Dirichlet, a causa del desarrollo
del algebra, el concepto de funcién alcanzé niveles de abstraccién mds altos y de
mayor generalizacion, sin embargo, nuestro interés es presentar esta nocién ligada
a los fenémenos de la naturaleza en una forma andloga a como se desarrollé en sus
origenes; es decir, ligado estrechamente a las aplicaciones.

E]l concepto de modelo. El concepto de modelo dindmico surgié con
los trabajos experimentales de Galileo Galilei durante El Renacimiento europeo.
Este gran sabio italiano fue el primero en idealizar un fenémeno y llevarlo a una
formula matematica. Galileo descubrié la ley de la caida libre de los cuerpos (s =
5 .stz) después de plantearse algunas hipdtesis' y realizar cientos, quizas miles de
medlcmnes, hasta lograr deducir la famosa ley. A partir de él los matematicos, que
en esa época eran al mismo tiempo filésofos; astrénomos, astrélogos y tedlogos,
se dedicaron con pasién a estudiar los fenémenos de la naturaleza utilizando la
matematica. La matematica de los siglos XVI, XVII y XVIII, gird, casi toda, en
torno a la nocién de modelo. Sin tener siquiera una idea clara del concepto de
funcién, que hoy nos parece tan importante, se inventé el Célculo Diferencial e
Integral y los cientificos descubrieron una gran cantidad de leyes fisicas que rigen
nuestro universo cercano. Se desarrollaron las teorias del calor, de la dindmica, del
electromagnetismo, de los gases, de la gravitacién universal, etc. La matemaética
era la reina y al mismo sirvienta de otras disciplinas cientificas y la mayoria de los
matematicos realizaban sus trabajos inmersos en los grandes problemas cientificos
y tecnolégicos de su tiempo.
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matematica que "modela” dicho fenémeno. Efectuado el experimento con un re-
sorte cualquiera, las figuras siguientes muestran su estiramiento para diferentes
pesos. Ver fig (1).

. T 2, 1 cms, 42 ¢ms,
fig(n

Se ve claramente que a medida que el peso *x” aumenta, el resorte sufre un esti-

ramiento "y” cada vez mayor. A estas cantidades que varian se les llama variables.”
Ala vana.ble peso la llamaremos variable independiente y a la variable esti-
ramiento, que depende del peso, la llamaremos variable dependlente De las .
figuras se infiere lo siguiente: '

1. El resorte no estd sometido a peso y el estiramiento es cero.. . = -
2. El resorte esta sometido al peso z = lkg y se estiré y = 2, lem
3. El resorte esta sometido al pesd z = 2kg y se estird y = 4, 2cm.

4. El resorte esta sometido al peso z == 3kg y se estiré y = 6,3cm

Xy ‘ 6 > 4 e
0] 0 ' e’
4L+ . 44 .
12,1 ' .
fig ) 2| 42 24 o figGea 2§ o fgl2)
36,3 C , .' . '
X2 3 203

Las figuras (2a) y (2b) muestran los graficos de los datos de la tabla de la
izquierda. Se observa que los puntos de dichos gréaficos parecen pertenecer a una
linea recta. Para asegurarnos de que dichos. puntos pertenecen o no.a una recta
debena.mos tomar muchos més datos para ver, por ejemplo, cuanto se estira el
resorte con pesos tales como 2,35 kg, 3,78 kg, 1,345 kg, etc. Sin emba,rgo, en este’
caso ideal, podemos suponer que nuevas mediciones no hardn més que confirmar
la presuncién de que el comportamiento del fenomeno es lineal, razon por la cual
nos atrevemos a trazar una recta que-pasa por ellos. :

- Se observa ademas, que el estiramiento del resorte es directamente propor-
cional al peso que se le cuelga; en efecto;
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deformarse?. Al seguir colgando pesos cada vez mayores hallarfamos (probable-
mente) que el peso maximo "x” que soporta el resorte sin romperse ni deformarse
es de 4,1 kg. En consecuencia el estiramiento maximo del resorte es de

y=2,1-4,1=8,6lem

.Si nuestro experimento fuese real no hariamos més que confirmar todas nuestras
presunciones. Los datos muestran que la variable "x” varfa entre 0 y 4,1 kilo-
gramos. En cambio la variable ” y” varia entre (' y 8,61 centimetros. Esta idea se
expresa formalmente, desde el punto de vista matemadtico, en la forma siguiente:

a) El dominio de la funcién y = 2, 1z es el intervalo [0,4.1]
b) El rango de la funcmn y =2,1z es el mtervalo [0, 8. 61]

En s:mbolos escribimos que:
y:[0,4.1] — [0 8.1}, ‘tal que y = 2' 1z

Con frecuencia escribiremos f(z) = 2,1z en vez de: y 2,_1x, por’ lo tanto, en
simbolos se tendra: : . ) :

]

£:00,4.1] — [0,8.1], talque:f(x)=:‘2}1:c-{

A veces utilizaremos la notacién Df y Rf ‘para referlrnos al domlmo y ra.ngo de la
funcion f respectivamente. :

2.4 La funcién lineal

La funcién lineal f(z) = 2, 1z que modela el estlta.rmento del resorte es un caso
partwular de la func1on lmeal

f:R — IR, talque f(z)=mz+b

en que el DOMINIO es el conjunto de los Nimeros Reales. El conjunto donde la
funcién toma sus valores se llama CODOMINIO de la funcién. En el modelo del
estiramiento del resorte el codominio es IR , por lo tanto el ra.ngo o amblt,o €s un
subconjunto del codominio.

Ejemplo I'I
El espacio recorrido por una particula después de un cierto tiempo "t” es
modelado por la funcién lineal s(¢) = 3 + 5t, donde "t” estd dado en Segundos
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‘ A esta medida la llamaremos, en lo sucesivo, PENDIENTE DE LA, RECTA. Pode-
mos escribir que en el tramo de P, a P, del camino, la pendiente es: .

distancia de M a P, .
distancia de M a P,

pendiente =

fige

7 Mo " :

La figura (5) nos muestra una recta con dos puntos sobre ella, cuyas coorde-
nadas son' P(zy,y1) y Pa(za, yg) De acuerdo a lo dicho la. pendlente de la. recta,
que en adelante llamaremos m, est4 dada por la expresmn

_ Y0
$2—$1

Observe, en la ﬁgura (5), que si el angu]o de mchnacmn de la, recta PP, es @,
entonces ' S
M Pz

MP;

En consecuencia la pendiente de la recta Pl P, se puede obtener ta,mblen calculando
la tangente del a,ngulo de 1ncl1nac1on .

=fgam

“ . .
E S

Fg(si‘

-

Cuando trazamos una. recta en el szstema ca.rtesmno de coordenadas, dicha
recta forma un dngulo con el eje x. El menor dngulo que forma la recta, medido
desde€ el eje hasta la recta, se llama dngulo de mclmacmn\de la recta. Sila recta
es paralela al eje x, entonces su inclinacién es cero. En.las ﬁguras (6) y (7}, los
angulos de mc}ma.c:on son de 60°, 0° respectivamente.

g |
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Ejemplo 4

Calcule la pendiente de una recta cuyo é.ngulo de inclinacién es de 135,

SOLUCION. Puesto que la pendiente de la recta es igual a la tangente del a,ngulo
de inclinacion, resulta: :

= tg 135° —tg 45° = ~1

: Usted puede verlﬁcar con una ca,lcuia,dora. manual que tg 135° — —1. De los
célculos se desprende que si la recta: "sube” :o0 "asciende”, éntonces la. pendiente
es positiva. En cambio 31 la recta. ”ba]a ) ”desmende” entonces tiene. pendlente
negativa.

Finalmente hacemos notar que cuando el dngulo de inclinacion es mayor de 90°
y menor que 180° la pendiente es negativa. En capitulos poster:ores dxscutnemos
con mds detalle algunos aspectos. trigonométricos re]]atwos a la tangente de un’
angulo.

En general si Py(z1,¥1) y P2(z2,y2) son dos puntos de una recta y "alfa” es el

éngulo de inclinacién de dicha recta, entonces:

Ya=p T . 1Y

tga—m- e oloquees~lomlsmo.m-_-_

xz—xl, : Ca o -_331"332
Dados dos puntos la ecuacién de la. recta queda completa,mente determmada, de
tal modo que podemos preguntarnos lo sxgulente i Cual es la ecuacidn de la recta
que pasa por dos puntos ?

En la ﬁgura (10) los puntos Py(z1,31), P(z,y) y Pg(xz,yz) estdn sobre la recta L.

Observe que l";i"ﬁéhdiente del segmenta de recta P P, es:

Y-
Ty — Ty

y la pendienté del segmento de recta PP es:

*

¥y—-Yr
r— T

my =
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Las figuras (11) y.(12) muestran las posiciones de las rectas que pasan por el
origen en los casos en que sus pendlentes son negativas y positivas respectwamente

th (11) | fif (12)

Ejemplo 6

Halle la ecuacién de la recta que pasa por el punto (0,6) y que ‘tiene pendiemnte
m=~2.

SOLUCION. Puesto que la pendiente "m” es dada, para hallar la ecuacién
pedida es suficiente determinar el valor de ”b”. ‘Por otra parte como el punto (0,6)
satisface la ecuacién de la recta y = mz + b, si reemplazamos los valores de las
coordenadas x e y de dicho punto en la ecuacién podemos obtener el valor de ”b”.
En efecto:

6=(—-2)-0+0b, es de(:ir b\= 6 . e

1

A veces la ecuacién (2) se escribe en la forma:

Lyt
'

3) y—n=m-az)

que se denomina con, frecuencia, ECUACION FORMA PUNTO PENDIENTE

Halle la ecuacién de ]a recta que pasa por el punto A(3,4) y que tiene pendlente
m = —2.

SOLUCION. Reemplazando las coordenadas del punto y la pendlente en la
ecuacion (3) resulta:

y—4=-2c~3) = y—4=-2+6 &> y= -2+ 10
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Usted puede comprobar ficilmente que la recta de la - T
figura (15) que pasa por los puntos (3,-2) y (5,-2) tam- ' ¥

bién tiene pendiente cero, cuestién que estd de acuerdo o fghe
con la idea intuitiva de pendiente esbozada en parra,fos R 1 SR
anteriores. ' o

{
|
i

Ny ]

St la pendiente de la recta para.lela al €je X es cero, su_ . -
ecuacidn es: »

y=0z+b <= y=5b , 3

Es claro que si b > 0, la recta estd situada sobre el eje x.
En cambio si b < 0, la recta estd situada bajo ¢} eje ..+ -

p — e
ekl (71

L Rgas)

Ejemplo 10}

;Cudl es la ecuacién de la recta que pasa por el punto A(0, 3) y que es paralela
al eje de las x?

SOLUCI(SN Puesto que la recta es paralela al eje x y pasa por-el punto A(0,-3),

su ecuacion es y- = —3.
i Como decidir cuando. dos rectas . ' L
son paralelas ? ‘
y H’l("*b‘

Dos rectas son paralelas si y .solo si =] xiby o
tienen la misma pendiente. En la figura /_F_____‘jzl“.z’—-—-" .
(16) las rectas Ly y L tienen la misma X
‘pendiente;por lo tanto son paralelas.

1g (1)
Ejemplo 11J ' : oL
Las rectas cuyas ecuaciones son y = z, 1‘541.*\
y = = + 1 tienen la misma pendiente s
™y = m; = 1, en consecuencia dichas , / b= .
rectas son paralelas. La figura (17) > = —X
muestra el grifico de amba,s rectas.” |
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Observemos que el concepto de pendiente, para esta recta; no estd defimda
En efecto, si calculamos la pendiente de la recta que’ pasa por los puntos AyB,
se obtlene e

m_3_2_g
S 2-270

un nimero dividido por cero; fraccién que sabemos no tiene sentido.

Desde el punto de vista intuitivo parece natural pensar en la imposibilidad de
hablar de pendiente cuando nos referimos, por ejemplo, a una muralla pérpen-
dicular al suelo horizontal. Sin embargo podemos definir la ecuacién de la recta
perpendicular al eje x, sin necesidad de hacer uso del concepto de pendiente. En
general la recta que corta al eje x perpendlcularmente y que pasa. por el punto
A(a, 0) ‘tiene por ecuacién la expresion: Crn

o

r=a

Si @ > 0 la recta est4 a la derecha del ejé Y.Siac<0, la recta éstd a la izquierda
del mismo eje. La figura (20) muestra el grifico de.la ecuacién z = —a y:z = a

3

~a a

.Ej'émplo 14 | -Frg(zo)

Halle la ecuacién de la recta que pasa por el punto A( 3,0) y es perpendlculaf
al eje X. ? - _ .

SOLUCION De acuerdo alo dlcho la ecuacién de la recta, que pasa-por A( 3 0)
y es perpendicular al eje X es z =_-—3
2.5.5 Sistema de ecuaciones linééles.-

En la figura (21) se han trazado las rectas y = =2z +4yy ==z +2. Observemos

que estas rectas se cortan en el punto Fo(zo,yo). Parece obvio que si P, pertenece
a ambas- recta.s dicho punto debe satisfacer ambas ecuaciones mmultaneamente
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~ el movimiento-de ambas particulas. ‘Puesto que se busca el instante ”¢”. en. que las-
velocidades son iguales, le imponemos esta condicién a las velocidades. En efecto:

si v; =uv; entonces —2t+20=1¢+2

De lo cual resulta que:
3t = 18 es decir, t = 6

Esto s1gmﬁca. que en la sexta hora de iniciado el movmnento las partlculas tendran
la misma velocidad. Para determinar ahora cudl es esa velocidad reemplazamos
t==6en cua.lesqulera de las ecuaciones dadas Si lo hacemos en vl, tenemos

vy = ~2(6)+20 = —124+20 = 8

En consecuencia en la sexta hora las partlculas llevaban ambas una velocidad de
gAm,

Resolver el problema anterior es equlva.lente a resolver el sistema formado por
dos ecuaciones lineales con dos incégnitas, esto es, resolver el sistema:

v+2t = 20
iv-r't = 2 }

. Desde el punto de vista grafico significa hallar el punto donde las dos rectas
tienen un punto en comiin, esto es, hallar el punto donde las dos rectas se cort_a,p.

Otra forma de resolver el sistema es mediante el llamado Método de reducién
o de Suma y resta. Dicho método consiste en multlpilcar cada ecuacién por un
nimero escogido adecuadamente, de tal modo que al sumar o restar las ecuaciones
se pueda eliminar una de las incognitas. En nuestro ejemplo, si multiplicamos la
segunda ecuacién por 2 y la sumamos con la pnmera podemos hallar facilmente
el valor de v. En efecto:

v+2t = 20

v—-1t = 2 /2 ‘
Es decir

v+2t = 20

2v - 2t =.-,4

Sumando ambas ecuaciones se elumna. la incognita t y resulta la ecuacmn en
la variable.v: :
Jv=24 < v=28
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Puesto que en el tridngulo rectdngulo ABC conocemos la longitud de los catetos .
BC.y AC, utilizando el teorema de pitagoras podemos hallar la longitud de 1;:,
hipotenusa AB. En efecto, resulta que: _

d = (y2 - y1)2,+ (z2 - xl)z, de donde resulta

d= \/(yz 1) + (29— -7:1)2

que llamaremos férmula de la dlstanc1a entre dos puntos.

[Ejemblo 17| - o e

Halle la distancia entre los puntos A(l, 3) y B(5 6).

SOLUCION. Apllca,ndo la formula de la dxsta.ncxa entre dos puntos se obtlene

d=/[6- 3)2+ ~ 1)z ¢=¢-\/'3'TH?=\/_A=-5

En consecuwncia la
distancia entre. los
dos puntos es de 5
unidades.

2.7 Distancia de un punto_--a una recta

Una ecuacidén de primer grado en las variables x e y de la forma Az+By+C = 0,

- donde A, By C son constantes arbitrarias se llama Ecuacién General de la

Recta. :
Sea P un punto fuera de la recta Az + By + C = 0, tal como muestra la figura-

, (24) La distancia "d” de dicha recta al punto P, estd dada por:"

fA$o + byo +C|
VAT B

- Conviene aclarar que la distancia ”"d” del .punto a la recta es la longitud del
segmento de recta mas corto que va desde el ‘punto a la recta. Obviamente dicho.
segmento es perpendi¢ular a la recta dada. "y
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una recta L cuya ecuacidn es:
Y = az + b

el criterio se reduce a determinar los "parametros” a y b de manera, que la suma
de los cuadrados de las desviaciones sea lo menor posible, fig (26). Para resolver
matematicamente este problema debemos minirnizar una funcién de varias varia-
bles y obtener las llamadas ecuaciones normales que son las que nos permitirdn
hallar dichos pa.ra.metros La obtencién por via matemitica de las ecuaciones
normales estd muy le_]os de nuestros 1ntereses presentes y por lo tanto nos con-
tentaremos s6lamente con aphcarlas o e R

LEjemplo 19| .

La siguiente es una tabla de valores:- producto de la observacién de un cierto
- fenémeno: '

x[1]3]4]6]8[9 1114
yi1[2[4[4]5]7 8] 9

Il

Ajuste una recta de minimos cuadrados a los datos de este problema.

SOLUCION. La ecuacién de la recta buscada e5 y = ag + a;2 y las eciiaciones
normales que nos ayudaran a determinar los pardmetros ag y a; son:

ZY .aoN v+ aIEX
}:XY‘ = aOEX -+ alz:Xz ‘..

donde:

1. N es el mimero de puntos de observacién
2. Y esla suma de las ordenadas de los puntos
3. > X es la suma de las abcisas de los puntos

4. 3 XY es la suma del producto de cada, una de las abc1sas con su respect.lva.
ordenada. ‘ ‘

5. 3° X? es la suma de los cuadrados de las abcisas

El cdlculo de las sumas puede ordenarse como se indica en 1 tabla siguiente:
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Ejemplo 20

La ta.bla, siguiente muestra la dxstrlbumon de accidentés mineros, con:resultado
de muerte, en los sels prlmeros meses del afio 1992, en la Reglon de Ata,ca,ma

xmes ~ |1]2]3]4]5]6]
y: muertos [312({4}|5|3(3

a) Construya el diagrama de dispersién de los datos (gréafico de los puntéé)
b) Ajuste y trace una recta de minimos cuadrados a dichos datos.

c) Estime el nimero de muertos que habrian en el mes de diciembre.

SOLUCIéN Recordemos que la‘ecuacién de la recta buscada BY=dotazy
las ecuaciones normales en funcién de los pa.ra.metros ao y a1 son .

ZXY = aoZX <+ alzXz

' Ordena.mos el célculo de las sumas en:la tabla siguiente:

X? XY

X Y

1 3 1 3
2 2 -4 v 4
-3 4 9 12
4 5 16 20
5 3 .25 - 15 -
6 3 36 18

zx_m Y =20 zm—m,zxy_m

Puesto que N=6 resulta que las écuacioneés normales son:
‘600 + 21(11 = 20
2lag + 9la;. = T2

Las soluciones aproximadas son: ao = 2,93 y a; = 0, 11 aproxxma,damente Por
lo tanto la recta de ajuste tiene por ecuacion:

y=2,93+0,11z
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2.9 La funcién valor absoluto

Llamaremos funcién valor absoluto de ”x” a la funcién f(z ) |z| definida por:

siz>0

fz)=lal = { Lz siz<o

cuyos dominio y codominio es el conJunto de los nimeros reales. Escnblmos tam- '
bién:
f:R — R talque f(z)=|z|

De la definicién resulta que el grafico de la funcién y = |z| estd representado

por las semirrectas: y = —z en el intervalo | —00,0]y y = z en el mterva.lo 10, 400l
El gra,ﬁco de esta funcién es el de la figura (29)

fig (29)

DI

Observe que, de acuerdo a la definicién, el ambito de la funcién es R +U 0.

Ejemplo 22

Trace el grifico de la funcién f(z) = |z — 2| - 10

SOLUCION. Aplicando la definicién de valor absoluto se tiene que: . :
lz—2| = r—2 siz—2>0
P -z 42 siz~2<0

Por lo tanto
—10 siz>2
lxn_ 2{—10 = { -z + 2 ~10 siz <27
En éonsecuencia las rectas que debemos trazar son las siguientes:
a)y=r-—12 si 7 ¢ [-2,-}-00[
b)y= -z -—-;8_ Sl 3 €] —- 00, 2|
j}.
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11.

12,
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a) A2,-3)y B(4,2) sol. 5z.— 2y = 16 = 0

b) C(~4,1) y D(3,-5) sol. 6z + Ty +17 =10

c) E(-5,2) y F(3,2) sol. y—2=10

En el tnangulo de vértices A(~5,6), B(~1, -—4) y €(3,2), hallar las ecua-

ciones y el punto de mtersecaon de sus medlanas
i)sol. Tz +6y—1 = 0 n) sol. z+1=0; 111) sol. z—6y+9 = Oy P(

Hallar las ecuaciones de las alturas y el punto de mterseccmn del tridngulo
del problema 3 :

Demostrar que los segmentos dé recta que unen los puntos A(—~ 5 3) B(6,0),
C(5,5) forman un tridngulo rectingulo. N

. Hallar el 4rea del tridngulo ABC del ejercicio anterior.

Hallar la distancia entre los pares de puntos que se indican: “a) A(3,8) y
B-2T) b) C(-L=1)y DO, o) B(V2,V8)y Fl4,4):

Demostrar que los puntos A(2,3), B(3 5), C(—2,7) son los vértices de un
triangulo rectdngulo. 4 :

Determine si las rectas que pasan por los pares. de puntos que se indican son

paralelas 0 perpendlculares entre si:

a) (6,~1) y (4,3) b) (-5,2) y (-7.6),
C) ("3>9) y (4a4) d) (9: "I) y (4)_8) .
e) (—1a "‘4) y (2>3) e) ("5,2) y (“19’8)

Determine el valor de ”k” si

a) La distancia entre los puntos A(—1,3) y B(11, k) es 13
b) La distancia entre C'(k,0) y D(0,2k) es 10
c) Los puntos E(6,—1) y F(3,k) y G’( —3,7) estdn todos en la misma recta.

Demostrar que los puntos A(2,3), B(4,9) y C(~2,7) son los vértices de un
tridngulo isdsceles.

Demostrar que los puntos :A(S; 2), B(7, 3), C’(‘l—vl,‘-3) y D(3,-2) son los

- vértices de un paralelogramo.

13.

Demostrar que los -puntos A(—3,6), B(0,8), C(=3,1) y D(2,3) son los
vértices de un cuadrado. -
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22.
23.
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Resuelva el siguiente acertijo: hallar una fraccién® sabiendo que si 6] numer-
ador se aumenta en 2 y el denominador en’ 1, se obtiene % 2 Y si el numerador

se aumenta en 1 y se disminuye en 2, se obtlene %

Halle un punto P(zo,yo) sobre la recta 3z + y +4 = 0 que equidiste de los

puntos (~5,6) y (3,2).

Demuestre que el trla.ngulo de vertxces A(O 1) B(f 3,0) y C(0,1) es equi-
latero.

Demuestre que el punto P(3, ) est4 sobre la mediatriz del segmento deter-
minado por A(6,2) y B(0,1).

Halle la longitud' de las alturas del tridngulo equiie;xtero del problema 23.
Halle la longitud dé las medianas del P?Obl_em@l3. o ‘

Si se enfria un gas bajo condiciones de volumen constante, se observa que la
presién decrece en forma casi proporcional con la temperatura. Si asi ocurre
la temperatura tedrica correspondiente a la ausencia de presién se denomina
CERO ABSOLUTO. En un experimento elemental se obtuvieron los siguientes
datos de la pres:on y la temperatura para un gas a volumen constante.

P; kilopascal .-~ [ 133 { 143 | 153 | 162 [ 172 | 183
T: grados celsius | 0.0 {20 |40 [ 60 |80 | 100

a) Halle la recta de minimos cuadrados paxa P como una funcién de T
b) Determine la pres1on para 55 grados celsius.

En un experimento se midié la resistencia de cierto resistor como una funcién
de la temperatura. Los datos encontrados fueron los siguientes.

R; ohms © 125.0 12681289 31.2 1328 |34.7|
T: grados celsius | 0.0 | 20.0 | 40.0 [ 60.0 | 80.0 | 100

a) Halle la recta de minimos cuadrados para estos datos expresando R corfio
una funcién de T.

b) Dibuje la recta y la nube de puntoé en la misma gréfica.

c) ; Cudl es, aproximadamente, la resistenci ia del re31stor, si la temperatura
sube hasta 118 grados ? .
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TECK O

[N

t s - N OBt g
0 {100 000 N
20 | 90000
40 | 86000
60 | 69 000
80 | 22000
100 { 00 000"

a) Utilice EL DERIVE para trazar una curva para los datos de la tabla.
Determine el dominio y rango de la funcién para este fenémeno.

b) Estime, aproximadamente en el gréfico, el nﬁni_ero de sobrevivientes a la
edad de 35 afios. -

33. Construya el:'grg.'ﬁ'c’o de las siguientes funciones:

y=-z+[z+1] b)y=|E+|52] c)y=38lz—6[+3z

2.11 Ejercicios Propuestos.
Utilice"El DERIVE para;résélvér los siguientes’ejercicios.

1. El Departamento de Matematicas de la Universidad de Atacama tomé una
prueba de diagndstico de matematica antes de iniciar el curso de Funda-
mentos de Matematica. Para analizar la confiabilidad de esta prueba, un
estadistico tabulé dichas notas y las notas finales de 10 estudiantes, elegidos
al azar, al terminar el curso. La tabla con los datos obtenidos es la siguiente:

Estudiante | Prueba de diagndstico | Nota final del curso
A 60 , " 81 .
B 33 40
C 22 33
D 17 ' : 35
E 70 r 70
F 45 . - 68 .
G 12 43
H 56 ‘ 75
I (I | (.
J 12 45
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2.12 El concepto de limite de ana funcmn es ‘fun-,
damental para comprender los conceptos del Cilculo
Diferencial e Integral. En lo que sigué utilizaremos EL
DERIVE para estudiar dicho concepto.

¢Que queremos decir con la palabra limite?. Supongamos que tenemos una
funcién lineal cualquiera, por ejemplo, la funcién y = 3z + 2 y queremos
saber que ocurre con los valores de la variable dependiente ”y” cuando los
valores de la variable independiente ”x” se acercan 2. El lector se habra dado
cuenta que podemos acercarnos a 2 por su derecha, o por su izquierda. Si
nos acercaramos a 2 por la izquierda, pordriamos tomar valores de r tales
como: 1,9; 1,91; 1,95; 1,99, 1,999, etc. Sinos acercdramosa 2 por la derecha,
podriamos tomar valores tales como:. 2,2;°2;1; 2,09, 2,03, 2,001, 2,0001, ete.
En ambos casos se puede verificar facxlmente que-la variable "y” se acerca a
8. En tal caso decimos que el limite de la funcién, cuando x tiende a 2, es

igual a 8. Notamos esto formalmente escribiendo que:

lim (32 4+2) =8

Si calculamos el limite por izquierda, escribiremos:
lim {3z + 2) =8

T2

Si calculamos el limite por la derecha,rescnblmos:

@) =8

De acuerdo a estas consideraciones, utilice EL. DERIVE para graﬁcar las
funciones respectivas y calcular los limites que se 1nd1can : o

a) lim (:z:+9) b) lim (72 +12) c) lim (-3z+3) d) lim 12z ¢)limz
z—3+ 0= r—1- R L z—0
f) hm (92 -12) g) hm 3—:— h) hm (3z —2) 4) lim 3z j) lim 3z
z‘-—»-—- x—-»—:,—

i Cudl es el limite de las funciones cuando z — +00?

(Cual es el limite de las funciones cuando z ~— —o0?




. En.Command :: ponga el cursor en ‘D-eclare y presione la tecla. Enter -

; Aparece Declare : Function, Vaurxa,ble Ma,trlx, Vector Ponga el cursor en
Matrix y presione la tecla Enter

. Apa.rece Declare Matrix : Rows. columns. Al la.do derecho de Rows
escriba 4 y al lado derecho de Columns escriba 2. Pa,ra, pasar de uno a otro
lado se usa el tabulador. Observe que los datos forman una matnz de 4 ﬁlas
y dos columna,s Pres:one la tecla Enter - :

. Aparece Matrlx element: Escrxba; suceswa,rnente:'

.. -~ . 1Enterl Enter
2 Enter 3 Enter
4 Enter 5 Enter
6 Enter 6 Enter -

En la parte superior de la pantalla aparece lo siguiente: -

= Y G .
h ot

En la parte inferior aparece Command. Presionle la tecla Enté;.
. Apa,re;e Author expression: Escriba lo siguiente:

fit ([z, az + B], tecla F3)
Presione la tecla Enter o

En la parte superior de. la pantalla aparece lo siguiente:

1
2
4
6

2: Fit [z,az + b],
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4. .Se pone el cut‘sbr en Plot y se presiona la tecla Enter. = - -

) _5.‘Aparece Plot Beside, Under, Overlay. Se coloca el cursor en Overlay y se
" "presiona la tecla Enter.

6. Enla parte superior aparece el sistema cartesiano de coordena.das y en parte
inferior se estd en Command:

7. Se realiza la siguiente sucesién de operaciones, poniendo el cursor donde se
indica: a) Option Enter b) State Enter c) Rectangular Enter d) Plot Enter.
En la pantalla a,parece el graﬁco de la funcién. =

Observe que podemos tomar valores de z que se acerquen a 0,5 por su derecha
o por su izquierda. Para realizar esto se pone el cursor, sobre el ¢ eje z, y se mueve
desde valores menores que 0,5 (y mayores que 0,5).y se ve que, tanto si nos
acercamos por la 1zqu1erda, como por la derecha, los valores de y se acercan a 0 5

x| 0,45833 0,4861f .>0',5 0,51388 |.0,54166
y { 0,35937 | 0,43751 | 0,5 0,51562 | 0,57812

" En‘consecuencia L
lim =0,5
z—0,5

......
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En general, elgrifico de dos pardbolas cualesquiera se representan en. 1as hguras

(3) y (4).

figa

El punto donde la parabola alcanza su valor maximo o minimo se llama vértice.
En lo'que sigue estudiaremos algunos fenomenos de la naturaleza que pueden ser
modela.dos medlante esta funcmn

Ejemplo 1
' NN

La ley de la caida libre' de los cuerpos nos permite calcular el espacio ”s
recorrido por un cuerpo en caida libre, después de un cierto txempo ”$”; ley que
se expresa en la forma: ,

o=yt
donde -g es la constante de aceleracion aprox1madamente 1gual a 9 8-
suponemos que g = 1075 la ley se expresaria medjante la funcién:

Si

seg?

s(t) = 562

En esta funcién la variable mdependlento es ”t” y la variable dependxente es ’s”,

y ambas estdn sometidas a restricciones. Observemos que para esta funcién no

tienen sentido ni el tiempo ni la distancia negativa, por lo tanto su dominio y su
rango son iguales al intervalo [0, +-co[. En consecuencia podemos escribir:

s : [0, +00[— [0, +o0 tal que s(t) = 5t

El grafico muestra que el dominio y rango se prolongan indefinidamente hacza la
derecha y hacia arriba en cada eje respectlva.mente Fig(5).

fig(s) Re

L

Do
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Hemos obtenido asf la funcién cuadratica A(z) = 40z — 22? que nos describe la
variacién del.drea "A” del rectangulo en funcién de sus lados. Ahora, a partir de
esta funcién, intentaremos hallar los lados del rectangulo cuya drea sea maxima.

La figura (9) muestra el grifico aproximado de la funcién A(z) = 40z — 22 que
muestra el comportamiento del drea del rectdngulo en funcién de sus lados. Para
construir el grifico consideramos. puntos arbitrarios del . dominio de dicha funcién.

x:metros |0 5 | 8 10 | 12 ] 15 20
A: drea 011501192200 19211501 0

fig(s)

Notemos que entre todos los valores del dominio de la funcién, ‘es decir, en e}
intervalo [0,20], el valor mdximo de ”A” se halla en z = 10. Esto significa que
cuando el lado menor del rectdngulo mide 10 metros, la maxima 3rea posible que
se puede formar con los 40 metros de alambre es de 200m?. Puesto que el lado
menor del rectingulo mide 10 metros, el lado mayor mide 40 - 2z = 20 metros.

Note que en este fenémeno las variables estan sometidas a restricciones.” En
efecto, la variable ”x” varfa en el intervalo cerrado [0, 20}, en cambio la variable
"A” varfa en el intervalo cerrado [0,200]. Una descripcién formal de la funcién
modeladora es la siguiente: - o B

A :0,20] — [0,200] tal que A(z) = 40z — 2z*

Un objeto que es lanzado al aire se encuentra a la distancia ”d” por encima del
suelo horizontal segin la funcién: '

;

d(t) = 40t - 4t%, ' ("t” en minutos y "d” en metros)

a) { En qué momentos el objeto est4 en el suelo ?
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° - ot A

iv) Es decir: ' T
o 5\® dac—b?
W v=ai(ery) M

3 .

Observe que si le damos un valor cualqulera a. la va,nable x” obtendremos un
“correspondiente valor ‘de "y”. Pero, ¢ Cudl es el valor de ?x” que hace que y o
alcance, por ejemplo, su valor minimo ? : ‘

t
et

Puesto que la cantidad (a: + ) €s mayor o 1gual que cero la expreswn del mterlor |
del paréntesis de llave tomara su menor valor cuando: '

T =

2a
Si @ > 0 la funcién también tomard su menor valor en z = _2L Este menor

< b2 —
_ valor de la funcién es 422 = — L ~34¢ y se llama el minimo de la funcién. Es
decir: . :

Si a > 0, entonces el vértice de la paribola es un minimo
Por otra parte, si @ < 0, la funcién toma, su mayor valor en z = —’— Este

mayor valor es llamado méaximo de la funcxon y tambxen es 1gual a —~b—'4“°
Esto es: .

i Si a < 0, entonces el vértice de la parabola es un méxim;}

En ambos casos el punto: .

b b* - 4ac

es el vértice de la pardbola.

Haremos incapié en el hecho sigu:iente:

Si denota.inos con la letra griega A la expresién b? — 4ac, es @éci;: |
A =1 — dac

resulta que la funcién alcanza su valor minimo ¢ maximo en el vértice:
I
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La ecuacidén cuadrdtica. Alrededor de 3000 afios antes de Cristo los babilo-
nios y egipcios ya conocian la ecuacién cuadritica. El algebra babilénica habia
alcanzado un estadio bastante desarrollado y algurios'problemas propuestos por
|ellos conducian a ecuaciones de este tipo. En ‘una tablilla de arcilla: cocida de
6000 afios de antiguedad aparece planteado el siguiente problema: ™¢aleular la
longitud del lado de un terreno cuya drea menos el lado es igual a 870”. Este
enunciado, expresado en el lenguaje simbélico moderno conduce a la ecuacién:

2 — z = 870

Conviene precisar, sin embargo, que estos pueblos no pensaron en la ecuacién
general de segundo grado az? + bz + ¢ = 0. El interés por algunas de estas ecua-
‘{ciones se debia a que‘en el planteamiento de determinados problemas précticos
se encontraba.n con expresiones de esta naturaleza,

A Entre las preocupa,aones de los griegos, después que heredaron, el conocumento

de los pueblos del Ant1guo Oriente alrededor de 1000 afios antes de Cristo, estuvo
tamblen la, ecuacién cuadratica. Asi, por ejemplo, Euclides (303-275 a.C), en
el segundo libro de LOS ELEMENTOS, plantea el problema de: “cortar una
recta dada, de manera que el rectdngulo comprendido entre la recta entera y uno
de los segmentos sea igual ol cuadrado del otro segmento”. Este es ‘el famoso
problema de la divisién de una recta en razones extrema y media o seccién aurea
que conduce a la ecuacién de segundo grado:

z? —az+a* =0

Los griegos le dieron gran importancia al estudio de las ecuaciones cuadra.tlcas
desde el punto. de vista geométrico, en particular estudiarornformalmente las
cénicas; curvas entre las cuales se halla la parébola. Entre los mateméticos y
filésofos que se preocuparon de ellas estuvo Arquimedes (287-212 a. C) Dosi-
teo, Conon de Samos, Nicomedes, Apolonio de Perga (190 a. C).

Desgra.cmdamente los griegos cometieron el error .de no retomar el algebra, de-
sarrollada por babilonios y egipcios y desecharon completamente esta:rama de
las matematlcas, tampoco llegaron a plantearse formalmente la soluaon de la
ecuacién general de segundo grado. :

arl+br+c=0

La .cultura griega decliné alrededor del afio 400 después de Cristo y todos sus
conocimientos pasaron a manos de los drabes alrededor del afio 700 ‘de nuestra
era. Los chinos y los indios, alrededor del afic 600 después de Cristo, también se
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cuadratica estd en la mente de los rnatema,tlcos sin . emba.rgo aun no se: deﬁne
: claramente el concepto de funmon, esto ocurrird recién -en el sxglo XIX:.

A Parece claro que la nocién de funcién surge cuando la ma,temé,tica. inicia el:diﬂ—

cil camino de estudiar los fenémenos de la naturaleza. Los trabajos de Johannes
Kepler (1571-1630), del mismo Galileo, de Isaaac Newton (1641-1727) de
Gotfried Leibniz (1646- 1716) y de muchos otros, hicieron, posible analizar los
fenémenos relativos al movimiento, cuestién que. contnbuyo significativamente a
desarrollar la nocién intuitiva de funcxon Un par de siglos después de Tartaglia y
galileo, el alemdn Gustavo Dirichlet (1805-1859), defini6 el concepto de fun-
cién en la forma siguiente: ”una cantidad variable ”y” es funcidn de una cantidad
variable "z”, si a cada valor de z le corresponde un um’co valor de y”. Afios mads

tarde, cuando surgié la Teoria de Conjuntos, se le agregaria a la deﬁnmlon, las

pala,bras a cada valor de x pertenemendo a un conjuntc”.

Ahora estamos en condiciones de resolver completamente el ejemplo 3. En
efecto:

a.) El objeto esta en el suelo en el instante en que la dlstanc1a ”d” es cero.
Esto significa que debemos resolver la ecuacién d(t) = 40t — 4t* = 0; ecuacién que
podemos resolver mediante la férmula (6). Sin embargo, en este caso, resulta mas
sencillo factorizar la expresién 40t — 4152 = 0. Resulta entonces que: . L

40t — 4t =4¢(10 1) =0 <= t=0 o t=10

Por lo tanto, el objeto estd en el suelo en el momento de ser lanzado al aire, es
decir en t = 0, y también en el momento de llegar al suelo, es decxr 10 mmutos
después del lanzamiento. ‘

¥

b) El objeto alcanza su mixima altura en el punto de maximo V(- u, f;
Observemos que en la funcién s = 40t — 4¢? el coeficiente a = —4, el coeficiente

b = 40 y el término constante ¢ = 0. Por lo tanto
A = b — dac = 40° — 4(~4) - 0 = 1600

En consecuencia:
40 1600 ~
V(~—--8— ——-—-) = V(5,100)
Esto significa que la altura maxima se alcanza en el qumto minuto despues del
lanzamiento y es igual a 100 metros.. o o
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_ b) El punto donde la parbola corta al ejey. -

c) El punto de méaximo o de minimo.
d) Algunos puntos arbitrarios pa,ra completar la tabla de datos.

a) Para determma.r los puntos donde la parabola corta al eje x, debemos resolver
la ecuacién:

z? — 2:!: -3=0
Mediante la férmula (6).. Puesto que g = 1, b = -2 y c —~—3 resulta que

 (2)x T 3 24VAITIZ_24Vi6_ 244
o 2(1) = 2 e 7

En consecuencia las rafces de la e:étiaéi‘(’)n son:
z2=3 y z=-1

b) Para. halla.r el punto donde la pa,rabo]a. corta al eje y, hacemos .= 0 en la
ecuacién y = z? — 2z — 3. Resulta que: : o

8.z = 0 entonces y .= —3

c) Puesto que en la funcién y = z? — 2z — 3 el coeficiente a =. 1 el vertlce de la.

pardbola es un punto de minimo. Si a = 1,b=-2,¢c= —-3 entonces:’
b A 2 .16
Vieo— =V -7)= V1, -4

Finalmente construimos una tabla de datos Ng determmamos otros puntos a.di-
cionales para trazar nuestro grafico.

x| y
-21-1
-1 0
0} -3
1 -4 '
2| Z3 ‘ {sg(m
3 0
4 5
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fig(14) | / )

1 2

Hw'—-o|><
.OHN)H’%

‘Con frecuencia se destaca en la pa.rabola la recta perpendxcular al eje x que
pasa por su vértice. Observe que la parabola es simétrica respecto de este eje y
por tal razén se le llama eje de simetria. En este caso la ecuacién del eje de
simetria es z = 1. F1g(14)

I Ejemplo 6

Trace el grifico de la fﬁncién f.(a:) = a:2 +4z+5

SOLUCISN. i) En este caso a = 1, b = 4 y ¢="5. En consecuencia el dlscrlml-
nante es b — 4ac =16 —4(5) = —4 <0, ¥, por lo tanto, la ecuacién no tiene raices
reales. Esto significa que la pa,rabola. no (.orta. al eje X.

ii) El vértice de la pardbola es:

b A
V(mgm 1) = V(-2,1)

Y puesto quea =1 > 0, dicho vértice es un ml'nimo.
Por otra parte, cuando z = 0 entonces y = 5, en consecuencia la pardbola

corta a.l eje y en el punto P(0,5).

Una tabla de datos para la pardbola de la fig(15) es la siguiente:

Fgce

1 S
K
-

Observe que el eje de simetria de la pardbola est4 dado por la ecuacién « = —2.
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i) El Vértiée de la pardbola es:

b AL

Ty
Y puesto que @ = —1 < 0, la pardbola tiene un punto de miximo en'tdi“cl‘;o vértice.
Finalmente, si z = 0, entonces y = —5; en conqecuencm la: parabola corta al

eje y en el punto P(0, 5)

Una tabla de datos para la pardbola de la figura 17, es la siguiente:

figun

De una pieza dé hojalata a la cual se le cortaron cuadrados de 2 centimetros
por lado-en cada esquina, se hizo una caja sin tapa de 24 em?® de volumen. Halle

las dimensiones de dicha pieza. El esquema siguiente muestrd las. condxcmneb del"

"problema.

»
o™

—F--r--
»
]
'
)
1
—
)
+

e

Ao

x

SOLUCI(SN Si la dimensién de uno de los lados de la pieza de hojalata es ”x”,
entonces el volumen de la caja es: :

V=2z-4)(z—4) =24

En consecuencia para determinar las dimensiones que andamos buscando debemos
resolver dicha ecuacién. Se ve que 2(z — 4)? = 24, por lo tanto:

e—4=%V12 &3 2;,=442V3 y z,=4-2V3
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3.4 De las raices de la ecuacién.

Conviene que digamos algunas cosas més acerca de la ecuacién de segundo
grado en relacién con las propiedades de sus raices. Hemos dicho que el caracter
de las raices de dicha ecuacién viene determinado por el discriminarite: '

A = b - dac

- El gran matemdtico francés Francisco Vietta (1540-1603) al estudiar de-
talladamente las ecuaciones de segundo grado, hallé ciertas relaciones entre sus
coeficientes y sus raices. Asi, por ejemplo, demostrdé que la suma entre las raices
es igual a: "menos el cociente entre €l coeficiente de la incognita en primer grado
y el coeficiente de la incognita en segundo grado”. Esto es:

Demostré también que: "el producto entre sus raices es igual al’cociente entre el
término constante y el coeficiente de la incognita de primer grado. Es decir:
' [
Por ejemplo, en la la ecuacién 3z2 + 8z — 7 = 0, sus.raices deben satisfacer las
siguientes relaciones:
8

7
$1+$2=—§ y 331'332=—§

| Ejefnplo 11]

Determine las raices de la ecuacién de segundo grado sabiendo que Su suma es
igual a 5 y su producto es igual a 6.

SOLUCION. Suponiendo que las raices de la ecuacién son z; y z;. las .condi-
c1ones del problema conducen al siguiente sistema de ecuaciones:

.'131-'-.’172 = 5
T1 Xy = 6

Despejando zy de la primera ecuacién y reemplaza.ndo]a. en la aegunda ecuacmn se
obtiene la ecuacién cuadritica: :

-'L'? - 5.771 + 6= 0
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si m=7, laecuaciénes 72? ~8z+12=0 |,

De tal modo que para una infinidad de valores de "m” existirdn una infinidad de
ecuaciones, que pueden tener dos raices reales y distintas, o no tener raices reales.

Sin embargo, ; cémo determinar el conjunto de valores entre los cuales varia
‘el pardmetro "m” de manera que la ecuacién tenga siempre dos raices reales y
distintas ? ‘ ‘ S ‘ e

Recordemos que la ecuacién az? + bz + ¢ = 0 tiene dos raices reales y distintas
cuando el discriminante 4% — 4ac > 0. Aplicandole al d1scr1rnmante la condicion
de que sea mayor quée cero, se tiene que:

b2 —4ac—( 8)2 — 4(m)(12) = 64~ 48m > 0

'Si resolvemos la inécuacién 64 — 48m > 0 obtendremos todos los valores de rn
que hardn que la ecuacidn satisfaga la condicién pedida. En efecto: ‘

64— 48m >0 &= 48m <64 m<g—§—=§

En consecuencia cada vez que m €] — oo, 3[ la ecuacién mz? — 8z + 12 = 0 tendra
dos raices rea.les y distintas. Usted puede verificar este hecho tomando algunos
valores de "m” de este intervalo.

IEjemplo 15} , cres

Determine el pardmetro "m” de manera que la ecuacién mz? — 6z + 8 = 0
tenga una tnica raiz (dos raices reales € iguales).

SOLUCION. Para que la ecuacién cuadritica az?® + bz + ¢ = 0 tenga una dnica
raiz, debemos imponerle al discriminante 5 — 4ac = (—6)% — (m)(8) = 36 — 32m

la condxcxon de que sea igual a cero. Esto es:
‘ 36

36 -32m =0 < 32m =36 <= m:§-2-

Por lo tanto, la ecuacién propuesta tendrd una tnica solucién si m =

i

9
8

(m:o

3.5 La parabola pasa por tres puntos

iQué hacer cuando se obtienen experimentalmente tres puntos que parecen
estar sobre una parabola? En realidad da,dos tres puntos existe una tnica parabola

que pasa por ellos.
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En consecuencia la ecuacién de la pardbola que pasa por los puntos dados es:

I, &
y=-3z +§m+2

3.6 La parabola de minimos cuadrados

Si los puntos experlmenta.les son mas de tres y queremos aproxu’narlos mediante
una pardbola, lo mas seguro es que algunos de ellos se queden por fuera. En esta
situacién, la mejor aproximacién se puede obtener también mediante el método de
los minimos cuadrados.

La parabola de aproximacién de minimos cuadrados de la serie de puntos -
(z1,1), (22,92),---(Tn, ¥n) tiene por ecuacién a:

(D) ¥ = ap + ay & + aqz?

donde las constantes ag, @, y a3 se determinen resolv1endo el sxstema, de ecuaciones
siguientes: RS
Sy = aolN + Zzzz + azy. z?
(8) Yoy = ad.r + a7 + ag). 2
Y2y = aod.rt + ay 2 + )zt

que son las ecuaciones normales para la pardbola de minimos cuadrades. Ob-
serve que las ecuaciones del sistema (8) se obtienen multiplicando por 1, x y z?
respectivamente, la ecuacion (7); teniendo en cuenta las sumas y el factor N de ao.

lEjemplo 18|

. Hallela pa.rabola de minimos cuadrados que pasa por los puntos A(0,0) B ( -1, 1),
C(0,2) y D(2,0).

Con los puntos dados se construye la siguiente tabla de valores:
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—342a; — 4l4a; = 126
342a; + 342a, = -—114
Sumando ainba.s ecuaciones se obtiene la ecuacion:
12 1

—T2a; =12 == —
aq \-"‘-"—“> as = 7 6

Reemplazando este valor de a; en la ecuacién 19a; + 23a; = —T.se obtiene:

1 ' 23 23 19

19ay +23(~=) = =7 +=>19a;) — — = -7 <= 19a; = =T+ =~ =i—
6 6 6 6

En consecuencia ‘ o

19

6--19 6
Para hallar ap podemos reemplazar a;, = % ya; = '—--é- en cualesquiera de las tres
ecuaciones del sistema del sistema inicial. Si lo ha.qemos en la primera, se obtiene:

1 3 '
o 6 6 3 <= 4dag

—

ay =

’ El

Por lo tanto resulta que:

Y A
g = Z =1 * T
Luego, siag =1, a; = —% y ag = -—%, la ecuacién buscada es:
AR |
=1- >z — >g?
Y 6 6

3.7 Ejercicios propuestos

1. Resuelva las siguientes écuaciones cauadraticas y compruebe sus resultados
@20 +52-12=0 bz’ +2-1=0 c)de?~2z =7 d)x(x—-—l)-—O
2. Cons1dere las ecuaciones de las. parabolas sxgulentes
a)y=z*~z+2 by=z%-4 c)y=-(x--l)2'—5:zf+12 |

y trace su grafico considerando previamente:




10.

11.

12.
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donde la variable N(t) indica la cantidad de hormigas (por miles) y la va,rlable
t indica el tiempo transcurrido en meses.

a) j Cudl es la poblacién inicial en esta experiencia ? -

b) ; En qué lnsta,nte se extinguié completamente la poblamon 7

c) ; En qué mstante la poblacién alcanzé la mayor ca.ntlda.d de 1ndJV1duos ?
d) ; En qué instante la poblacién alcanzé 150 hormigas ?

e) ; Cudntas hormigas quedaban vivas en el ;rigésimo segundo dia ?

f) ; Cual es el dominio y rango en este fenémeno ? ’
El producto de dos enteros consecutivos es 72, halle dichos nimeros.

La suma de un nimero y su recfproco es 12, i cuél'es el mimero ?

Construya un grafico con la parabola y = —2x2+12m 14 y ia recta y=z-— -3

y halle el punto de interseccién de ambas curvas.

Un campesino que dispone de 160 metros desea cercar una superficie de
terreno de forma rectangular. Si uno de los lados no necesita- -cerco, j, cudles
deben ser las dimensiones del terreno para que su irea sea maxima ?

Bajo ciertas condiciones una compafifa comercial encuentra que la utilidad
P al producir x articulos de un cierto producto es:

P(z) = 90z — z? + 1000.
a) Construya una tabla de valores y el gréfico de la funcién modeladora.
b) Calcule, utilizando la tabla, cual es la utilidad maxima.
c) j Para que valores de x la utilidad es nula ?
d) { Cudl es el dominio y rango de la funcién, para este fenémeno ?

La parcela rectangular de la figura 19 tiene un perimetro de 600 metros y su
area en funcién del ancho w es:

A(w) = 300w — w?

f@(w) W 21.-+2w=600

L

a) Determme el drea de manera que el rea encerrada por dicho perimetro

sea maxima.




16.

17.

18.

19.

20.

21.
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Calcule la longitud del segmento de modo que uniendo los cuatro puntos se
obtenga un paralelogramo de drea minima. Fig(22)

La figura 23 muestra el corte que se le debe hacer, en las esquinas, a una
pieza de carton para construir una caja de volumen V, con las dimensiones
que se indican.

.ﬁg(zs) : | |

H
-
1

18

Determine x de manera que el volumen de la caja sea méxima.

En el tridngulo equilitero ABC de 5 cm de lado se inscribe otro tridngulo
equildtero DEF. ; En qué caso el area del tnangulo DEF es minima ?

Se determina que el costo en pesos, por kildmetro, del viaje en taxi a una
velocidad de x kilémetros por hora estd dado por:

e(z) = 0,118z — 1,44z + 40

¢ Cudl debe ser la velocidad del tax1 para que el costo por kilérmetro sea
minimo ?

Determine la ecuacion de las parabolas que pasan por los puntos que se
indican. :

a) A(1,1), B(0,3) y C(=3,-4)  b) A(~1, -1), B(0,-8) y C(-1, 3)

- Determine la parabola de minimos cuadrados que pasa por los puntos A(--1,0),

B(0,3),»ﬂ(1, §) y 0(4)0)'

Una observacion sobre el crecimiento de una poblacién inicial de moscas de
la fruta dio la siguiente tabla de datos:

[oon]

t: meses 2 41 5
N(t): millones | 2 { 2,7 | 5,1 | 10

a) Halle un modelo cuadratico para dicho fen6meno.

b) Segin este modelo, | cuintas moscas habra en el quinto mes ?
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~a) Estime la cantidad de sobrevivientes a la edad de 57 a.fios o
b) (,A qué edad habran, paroximadamente, 18000 sobrevivientes?

La siguiente tabla, que llamaremos tabla de defunciones representa el nimero
* de muertes ocurridas a una generacién inicial de /p nacimientos entre las
edades exactas t y t+n e indica el nimero de muertes entre las edades 0 y
9 afios, 10 y 19 afios, 20 y 29 afios, etc. Esto significa en nuestra tabla, por
ejemplo, que entre 0 y 9 afios murieron 31500 personas; entre 10 y 19 afios
murieron 4 070 personas, etc. (t en afios y d en miles).

& [0 110 120 [30 T[40 |50 ~7[60 |70 . 80 |90
Id:[31,5]4,07 5,29 | 5,21 | 8,08 | 10,02 | 13,11 | 12,64 |.7,85 | 1,1

a) Trace un polinomio que modele esta funcidn.
b) ;A qué edad se produce el menor nimero de muertes?
c¢) ;Cuantas muertes se producen a los 65 afios?

La siguiente tabla representa la probabilidad que tiene una persona de edad
exacta t de fallecer dentro de los n afios siguientes. Por ejemplo la probabili-
dad que tiene una persona de 0 afios de morir dentro de los préximos 9 afios
es de 0,315. La probalidad que tiene una persona de 10 afios de morir dentro
de los préximos 9 afios es de 0,0595, etc. Considere la tabla siguiente.

t: |0 10 20 30 40 50 60 70 80
d:}0,315 | 0,059 | 0,082 | 0,105 | 0,152 | 0,224 | 0,377 | 0,585 | 0,877

a) Trace el grifico de esta funcién.

b) ;Cuél es la probabilidad de morir de una persona de 73 afios?

. Resuelva las siguientes inecuaciones trazando el grifico de las funciones
cuadriticas. a) (z —2)(z ~7) >0b) Bz —1)(4z+8) <0c) z(z—3) >0
d) (3z+1)(—«-22 5 >0e)z?~Tz+6>0f) 1222 ~52+7 < 0g)
2,1z — 5,7 —~2 >0 h) 422 + 82 — 6 < 0.

]
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3.9 El DERIVE

Al ejecutar EL DERIVE la pantalla aparece dividida en dos partes. La parte
superior, en la cual se leen las especificaciones relativas al programa y la parte
inferior en la cual se lee lo siguiente:

Command:  Author, Build, Calculus, Declare, Expand, Factor, Help, Jump,
Solve, Manage, Optlons, Plot Jump, Rernove, Slmphfy, Transfer, move, Wmdow,
Approx. :

Con la barra espaciadora usted puede mover el cursor sobre cada una de las
funciones que aparecen a la derecha de Command. Para éjecutarlas, después que
el cursor este sobre la funcién elejida, es suficiente presionar la tecla Enter.

3.9.1 El grafico de la parabola.

i Ejemplo 1 |

| i.GI-‘aﬁcéx la paré.b'o-lzz‘_t'qué_ pasa por los puntos %(’0,’1)’, B(2,1)y €(1;1):

Asi como por dos puntos pasa una tnica fecta, por tres puntos pasa una tinica
pardbola. Esto es esencial para poder trazar la pardbola pedida. Se trata, entonces,
de hallar la ecuacién de la pardbola que pasa por tres puntos. y, a contmuacwn,
graficar dicha ecuacién. "

l En Command ponga el cursor en Declare y premone Ia tecla Enter.

2. Aparece Declare : Function, Variable, Matnx Vector. Ponga el .cursor en
Matrix y presione la tecla Enter
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7. Coloque en blanco la ecuacién de la parabola, presione la tecla Enter y repita
la sucesién de operaciones desde (a) hasta (e). En la parte superior de la
pantalla aparece el grifico de la ecuacién hallada.

Nota. La escala del sistema cartesiano puede modificarse pomendo el cursor
en Scale, presmnando la tecla Enter y'cambiando los valores para z e y.

3.9.2 La parabola de minimos cuadrados.

(Ejemplo 2 |

Halle la pardbola de minimos' cuadrados*'que pasa por.los puntos A(0, 1)
B(2,1),C(1,1) y D(3,4). Trace los graficos de la nube de puntos y de la ecuacién
de la parabola.

Es claro que por cuatro puntos puede pasar una infinidad de parabolas o ningu-
na. Sin embargo ‘es posible hallar 1a parabola que mejor se acerque a los puntos
propuestos. Observe que a los puntos dados en el ejemplo precedente le hemos
agregado un nuevo punto. Efectuemos las siguientes operacicnes. -

1:. En Command :.ponga el cursor en Declarey presiéi;gil@_ fc'é'ic;lzgml'.Enter.

2. Aparece Declare : Function, Variable, Matrix, Vector. Ponga el cursor en
"+ Matrix y presione la tecla Enter. -

3. Aparece Declare Matrix : Rows columns. Al lado derecho de Rows
escriba 4 y al lado derecho de Columns escriba 2. Para pasar de uno a otro
lado se usa el tabulador. Observe. que los datos forman una matn? de 4 filas
y dos columna.s Pre31one la tecla, Enter

4] ZAparece Matrix element: Escn‘ba sucesivamente:
0 Enter 1 Enter
. 2 Enter I Enter

-1 Enter 1 Enter: -
3 Enter 4 Enter

En la parte sui}eriglj de la pantalla a,pa.réce lo siguienté;
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- Dependiendo de la ubmacmn de la nube de puntos, se puede ajustar la parabola
utilizando la expresién az?+b. De lo dicho se deprende que en el ejemplo 1, debena
escrlblrse ‘ :

0 1
9 7
2: Fit {z,az? + b, I i
3 4

El lector puede verificar facilmente que los ajustes difieren bastante.

3.9.3 . La evaluacion de una funcién. .

_‘ Ejemplo. 3 I

Dada la funcién N(t) = t? — 3, calcular N(4) ~ N(3)..

1.
2.

En Cbmmaﬁd'::poﬁga el cursor en Aut'l'lor:y.:ﬁre.s'ibné la tecla Enter.

Aparece -Author expression: Escriba N(t) := t?.— 3.y presione la tecla
Enter. En la parte superior aparece N(t) := t?> — 3 y en la inferior aparece
Command. En Author presione la tecla Enter. '

. Aparece Author expression: Escriba N (3)—N(3) y presione la tecla Enter.

.. En'la parte superior aparece N(4)— N(3). En la parte inferior, en Comfnand,
.presione la tecla Simplify.

Enla parte su:perior‘aparece 7, que es el valor buscado.
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manual y calcalemos dicha expresién para algunos valores pequeéfios y'grandes de
. En efecto, la tabla siguiente muestra dichas aproximaciones hasta 9 decimales:

» ”

El modelo exponencial

n = (1+3p 2,00000000
n = (a+H? 2,25000000
n = (1+1)3 2,37037037
n=4 1+ 5 2,44140625
n =10 (1+ L)“’ 2,59374246
n = 100 (1 + 5i5)1 2,70481382
= 1000 (147 000 )1 000 2,71692393
n = 100 000 | (1 + s55855)190 %0 | 2,71828046 |

Se han marcado con negritas los decimales exactos de la a.prox1mac1on del
niimero ”e” para n = 100000. En real:dad cuando "n” crece sin limites, es decu',
cuando "n tiende a infinito”, la expresién (1 -+ 1)”‘ se aproxima a un ndmero
irracional que frecuentemente se lo desngna con la, letra e. El valor aproxxmado de
este mimero a 9 decimales exactos es: : - :

e ~ 2,718281828

Formalmente decimos que dicha expresién “tiende a €”, cuando n” crece sin limite.
y escribimos:

(142) —e
Mis a.delante analizaremos en deta,lle la importancia del mimero ” e”. Una a,pho

cacién interesante de esta expresién, la hallamos en un modelo que perm1te calcular
los intereses a plazos devengados por uii capital.

4.1 Modelos de inversién a plazos

Ex1sten algunos fenomenos de naturaleza econémica que se pueden modelar
con ayuda de la expresién (1 +1)". Entre éstos se hallan aquellos que permiten
calcular el interés que genera el dinero cuando se deposita en bancos o ﬁnanmeras

Cuando el dinero (el principal) se invierte en un banco, comunmente genera
intereses. Cuando dicho interés se calcula directamente sobre el principal, se llama

interés SImple Después que han pasado ”t” afios, el saldo (es decir, el prmapal
mas el interés) se calcula con la férmula:

s(t) = P(1 +rt)
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“en que P = 2000000 de pesos, t = 2; r=0,06yv k=4,

El saldo qﬁe‘se‘ob.tendré, al cabo de dos afios es:

L 8(2) = 2000 000(1 4+ Qf_ﬁ) 2,

es decir 0,06 P
2000 000(1 + —-)8 ~ 2202 985 pesos )

b) Sx el interés se compone continuamente usamos. la funmon
S ()= pert

donde P = 2000000, r = 0,06 y t = 2 En esta snuacmn el saldo que se obtendrd
despues de dos arios es: :

§(2) =.2000000e*'?,~. 2254 993 pesos

Observe que el dinero que gana mds intereses es ¢l qué se compone continuamente.

Las funciones .que se expresan mediante potencias. de. ”e”.. juegan un importante
papel en una gran cantidad de modelos. Como hemos.dicho en-otras oportunidades,
cuando estamos estudiando un determmado fenémeno de la naturaleza, siempre es
conveniente tener un gréifico de la funcién que nos permita ” ver” el comportamlento
de dicho fenémeno. En lo que sigue trataremos de analizar esta cuestlon

4.2 El grafico de la funcién exponencial

, En general una funcién exponencial es una funcion de la forma f(z) = a%,
donde a es una constante positiva y "x” es la incégnita. En la figura (1) se muestran
los gréficos de las funciones f(z) = 2” y f(z) = 3.

- Para trazar los grificos de estas funciones podemos construir una tabla para
-algunos valores de la variable 1ndepend1ente, que nos permlta visualizar su com-
portamiento. i -
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De las gréficas se puede concluir que la funcién exponencial cuya base est4 entre 0
y 1 estd definida para todos los ndmeros reales, es decir, su dominio es IR . Puesto
- que las graficas estan sobre el eje X, f(z) > 0 para todo todo z € R, su ambito
(rango) es R +

I3 S
§ P

Las gra.ﬁca.s son asintdticas al eje X, es decir, cuando x tlende a +oo, en-
tonces, f(z) tiende a cero. Formalmente escribimos que si z — +00, entonces,
f(z) — 0. Ademés ambas grificas cortan al eje Y en el punto P(0,1). Final-
mente, observemos que cuando £ —— —oo, entonces, f(z) — +00.

En genera.l, si f(z) = a® con 0 < a < 1, entonces

1) f(0) = a® =1, es decir la curva corta al eje Y én el punto P(O 1)
ii) No hay interseccién con el eje x-

iii) §i £ — +o0, entonces, f(z) — 0. chho en pala,bra,s si x tiende a mas
infinito, entonces y tiende a cero.. o

iv) 8i £ — —o0, entonces, f(a:) — +o00. chho ‘en - pala,bra,s si x tlende a
menos infinito, entonces, f(z) tiende a més infinito.

Ejemplo 2 |

Trace el grafico de la funcién y =

120
44-8¢ —-0,05x

SOLUCION. Cuando trazamos el grifico de las funciones exponenciales, cre-
cientes o decrecientes, analizamos los siguientes aspectos:

i) Determinamos el punto donde la curva corta al eje Y. Para hallar dicho punto
debemos hacer z = 0 en la ecuacién propuesta, es decir:

0) = 120 120 120 10 o
y _4+8e*°’°5‘°"4+860_4+8_12" |

ii) Observamos si existe interseccién con el ¢je ‘X. Para. esto hacemos y=0en
la ecuacién propuesta; es decir: :

10 o
y= 4 + 86—0,05.7: -
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il
Una de las aplicaciones més interesantes de la iuncmn exponencml se refiere a la
dindmica de las poblaciones. 'En lo que sigue mostratemos algunas aplicaciones
sencillas de modelos de crecimiento y decrecimiento de una poblaaon

4.3 Modelo de crecimiento exponencial.
" El modelo de Maltus. -

El modelo de Maltus, o de crecimiento ilimitado, supone tnicamente que
la velocidad de crecimiento de las poblacién en el instante "t”, es proporcional
al tamaiio de la poblacién en ese instante. Esto -presupone que la poblacién se
desarrolla en un ambiente no sujetd a restricciones y que los recursos para mantener
dicha poblacién, son ilimitados. Sé puede demostrar que bajo esas condiciones la
poblacién crece en forma exponencial. Es decir, si: N(t) es el tamafio de la
_ poblacién en el instante t, entonces, el (recmnento de dlcha poblacmn se puede
‘ modelar mediante la func10n SRR

: N(t) = Npet
~donde Ny es el tamafio inicial de la poblacién y & es una cierta constante que se
puede determinar de acuerdo al crecimiento de la poblacién.

Thomas Robert Malthus ( 1766-1834) fue un economista inglés
que se hizo notar por un brillante tratado de economia publicado en el afio 1798.
Malthus era un pastor anglicano que siempre tuvo contacto con la pobreza y,
en su obra, essay of population, analiza las causas de la miseria; miseria que en
esa época, a.lrededor de 10 aiios después de la revolucién francesa, a.so]aba. ala
mayoria de los paises de Europa. : A

" 1gualdad entre las’ personas seria un hecho y la pobreza desapareceria para siem-
| pre. Sin emba.rgo, Malthus, no compartia en absoluto“ese optimismo e intentaba
responderse si la miseria de la poblacién era-un preblema de:la estructura de la
|sociedad o bien’ corréspondia a una ley natural: Después de:anos de reflexién se
inclihé’ por la’ segunda hipdtesis, esto es, por la suposicién de: que hay una ley
que supone que debe haber una parte de los seres vivos que debe sufrir hambre
y, sostenia esto, afirmando que mientras el mimero de individuos sobre la tierra
‘|aumente en una progresion geométrica, es decir, aumenta en la forma:

1,2,4,8,16, ...

Los tedricos de la politica crefan que en un futuro préximo, no muy leJa.no, la

N
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Para Malthus la lucha por la sobrevwencm mgmﬁcaba la decadencm de la so-
ciedad, la pobreza y la miseria. En camblo, para Darwin, la lucha.por la sobre-
vivencia es el motor de la evolucién y perfeccionadora de la naturaleza.

‘| Algunos naturalistas anteriores a Darwin habjan calculado, por ejemplo, que una
planta con sélo dos semillas anuales a.lcanzana,, en menos de 30 afios, mas de un
millén de ejemplares, que la mosca pone en toda su vida un centenar de huevos,
que ciertos peces ponen millones de huevos, icdmo es que ninguna de estas es-
pecies no invaden enteramente la tierra? Si esto dltimo no sucede, sugirié Darwin,
es debido a los formidables estragos que produce la lucha por la subsistencia entre
los individuos jévenes antes de la maduréz sexual y la procreacién. En medio de
la naturaleza hostil todos los seres ‘tratan de sobrevivir. Asi, los individuos de
una misma especie, portadores de una caracteristica ventajosa, tienen mayores
|probabilidades que sus competidores de escapar a los innumerables peligros que
los asechan. Tales individuos tendrin mayores posibilidades de sobrevivir y al-
canzar su maduréz sexual, trasmitiendo a sus descendientes esas caracteristicas.
La repeticién de este proceso en las generaciones siguientes hard posible la acu-
mulacién automadtica de dichas ventajas, resultando de esto una seleccién natural.

Darwin desarrollé una gran parte de su teorfa sobre El origen de las especies
en su trdnsito por Chile. Llegé a Tierra del Fuego en el Berga,ntm Beagle en
diciembre de 1832 y, segiin su diario de viaje, estuvo en el pais hasta julio de 1835.
El Beagle, al mando del capitin Robert Fitz Roy levé anclas de Inglaterra en
1831 y navegé durante 5 afios por los oceanos mayores, principalmente a lo largo
de América del Sur, continuando luegs a Nueva Zelandia y Australia.. Los dos
afios y medio que Darwin estuvo en Chile forman parte de una de las haza.nas

mas extraordinarias del pensamiento humano.

- Un demégrafo hallé que una ciudad que tenfa 11567 habitantes alcanzd, des-
pués de 6 afios, 60000 1nd1v1duos Determine el tamaifio de la pobla,c;lon de dlcha
ciudad despues de 10 afios. Suponga que la poblacién crece sin restricciones.

SOLUCION. Puesto que el tamaifio iniacial de’ la poblacmn es de Ny = 11 567
- personas, podemos escribir:

N(t) = 11 567"
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Aplicando las propiedades de los logaritmos resulta:

In e20F =‘l‘n3 < Wk=n3 <> k=— in3 = k= 1,09861

| T k= ~ 0,055
Puesto que k = 0,055 la funcién modeladora es:

N(t) = 2000e%0%%
Por lo tanto, al final de 60 minutos habran:

N(60) = 2000e°°°*%° = 2000¢*® bacterias
4.4 Modelo de decrecimiento exponencial

Una cantidad N (t) que decrece de acuerdo con una funcién de la forma
N(t) = Noe™*t

donde Ny y & son constantes positivas se dice que expenmenta un decremmlento
exponencial o que decrece exponcialmente. Este tipo de’ decrecnmento se da en
fenémenos tales como decrecimiento radioactivo, decrecimiento de las ventas de

un producto cuando se interrumpe la pubhc)dad deprecnacxon del valor de Ias,l_

magquinarias despues de cierto tiempo de uso, etc

Una. cierta maquinaria industrial se deprecia de forma .que su valor, pa.sados‘
afios, viene dada por la funcién:

Q) = Qoe0

Después de 20 afios, la maquinaria tiene un valor de 320 000 pesos, ; cudl era
su valor original ?

”n t”

SOLUCION. Observemos que el ObjethO del problema es averiguar el valor de
@o. Puesto que Q(ZO) = 320000 pesos- se tiene: :

Q(20) = Qoe™ %% = Que~%® = 320000
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En consecuencia la curva corta al eje t en el punto (L'-‘-’-i;”_‘m—B—,O)

Note que dicha ecuacién (llamada ecuacién exponencm.l) tlene la mcogmta en
el exponente. Mds adelante desarrollaremos los métodos necesarios para resolver
este tipo de ecuaciones.. iii) Se ve que si ¢ — +oo entonces, Q(t) — B En

efecto:

Si t — 400, entonces, e™¥ — 0, por lo tanto, Q(t)= B — Ae™™ — B
iv) Finalmente si ¢ — —oo, entonces, B — Ae™¥ — —oco. El grifico muestra
que cuando el tiempo crece sin limite hac1a la derecha, el individuo se aproxima
hacia una cima de eficacia, y que cualquier instruccién adicional surtira poco efecto
sobre sus resultados. . BEEERS .

: Ejemplo 6 I

El 'r'iti,n_p,_a.l que un,‘é’m;')leédd‘”;‘)ostal puede clasificar cartas es una funcién-de la
experiencia del empleado. El director del correo de Copiapé estimé que después
de t meses de experiencia en el trabajo, el empleado medio puede clasificar:

L4

Q) = 700:—_ 400e~9% cartas por hora

a) (Cudntas cartas puede clasificar por hofa:un empleado nuevo ?

b) ; Cuéntas cartas puede cla&ﬁcar por hora un empleado con 6 meses de
experiencia 7

c) Aproximadamente, ; cuintas cartas podra clasificar por hora, como maximo
un empleado medio 7

d) Haga un gréfico de la funcién modeladora. A

SOLUCION. a) Puesto que un empleado nuevo tiene experiencia cero, €l mimero
de cartas por hora que podra clasificar es:

Q(0) = 700 — 400e™° = 700 ~ 400¢° = 700 — 400 = 300

b) Después de una experiencia de 6 meses el empleado podrd clasificar:

Q(6) = 700 — 400> = 700 — 400e~* = 680 cartas por hora




El modelo exponencial : - 117

En consecuencia la curva no corta al eje t. =~
iii) Por otra parte si ¢ — +00, entonces, Ae=¥ — 0. Por lo tanto:

B

1 +Ae—kt ——‘)B

iv) Finalmente si t — —oo0, entonces, A~ —'+00, y por lo tanto: %

B

—-————-1 ype —s )

I Ejemplo 7

Los registros de salud piblica, del afio 1956, de la III Reglon, muestran que : .
t semanas después del brote de una rara forma de gripe (mﬁuenza) aproxnnada.—
mente: 9n :

1+ 19e-

habfan sufrido la enfermedad

N.(t) =

(en miles de personas) -

B

a) ; Cuantas personas tenfan la enfermedad cuando esta broté ?
b) ; Cudntas personas tenfan la gripe al final de la segunda semana ?

c) ; Si la tendencia continda, cuando personas contraerin la enfermedad ?

SOLUCIGN Cuando la enfermedad empezo a desarrol]arse es dec1r en el mo- -
mento ¢ = 0:’ Ceg 20

1419e-4 20~ 1 +19

Es decir;.1 000 pérsoﬁas ya tenian la enfermedad.:

N(0) = =1

b) Después de dos semanas, es decir, en ¢t = 2

20

N@) = ieeam

= 7,343 personas

Esto es, 7343 personas habian contraido la enfermedad.

c) Al continuar la tendencia; es decir, cuando t-— +00, entonces 19e"“ — 0,
de lo cual resulta que:

20
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4.7.1- Ecuaciones de la forma a* =056

Para resolver las ecuaciones de este tipo debemos expresar el niimero b como ,

una potencia de base a.

{Ejemplo 9 I

Resuelva las ecuaciones siguientes: a) 9= — g b) (\/3)“’ =97 c)\’/—5- = o

a) Utilizando la propiédad 1) resulta: 2° =8 &= 2" =B <=z =3
En consecuencia la solucién de la ecuacién és z = 3. Tal como en las ecuaciones
~ lineales y cuadraticas, se puede verificar la solucién reemplazando el Valor de x en
la ecuacién propuesta : ‘
b) Utilizando la misma propiedad se tiene:

X

(\/§)$=27<=>(3%)’=33¢>3§ ::33<=>§_—_3
Por lo tanto, la solupién de la ecuacién es z = 6.
Finalmente: c) ¥/5 = = = 5 = 577 = 1= -2 Porlo tanto r = - 1.

Observe Gire la ecuacién propuesta no tiene solucién, ya que no‘existe una raiz que
tenga indice negativo.

4.7.2 Ecuaciones de la forx.na, af(®) = o)

Para resolver este tipo de ecuacién debemos transformar las bases de las
potencias de modo que podamos utilizar la propiedad (1). Es decir:

! = ) ey o7 = P9 oy f(5) = p g()

. En consecuencia resolver la ecuacién af {2} = p9(=) se reduce a resolver una
ecuacién de la forma f(z) =p- g(z).

IEjemplo 10]

221

- 25::—100

, chsue-lva‘la,s.ecua.ciones: a) 3% = 9vF - b) 57z
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SOLUCION. ‘a) Escribimos la ecuacién en la forma: (27)? — 27y + 2= 0

Si hacemos el camblo de variable: 2° = y en la ecuacién anterior, resulta la ecuacién
cuadrética: y? — 3y + 2 = 0; cuyas soluciones son y, =1y y; = 2. '

Reemplazando estos valores de y en la ecuacién de camblo de variable 2% = y se
tiene que: :

)27 =1 delocualresultaqﬁe:, P =P e=z=0

~18) 2° = 2. de'lo cual-tesulta qilé; 2° =2l <z =1
Se puede verificar ficilmente que dichos valores son soluciones de la ecuacién pro-

puesta.

b) Escribimos la ecuaciéﬁ en la forma 3% + 3 - 3% + 32 . 3¢ = 39. Factorizando
el primer miembro por 3%, resulta: ' :

3x(1+3+32)—39<=>13 3x~39¢.~=>3=°_3<=¢3”-—31
En consecuencia la soluc1on es T = 1 En efecto

3l+31+1+31~;—2='31 +32+33:3+9+27=39

4.8 Ej_erciéios ’pr'oipuae:“stds’

1 Programe una calculadora manual para evaluar (1 4+ 1)* y halle el nimero
”e” con 15 deCJmales ‘exactos. - PR Pt g

2. Aprenda. como usar la calculadora para las potencias de "e”. En particular

calcule:

s L e
v 3 3406 ~0,07418 o Lte el-e
e, e y € y Ve, = 9 et

Aproxime sus céiculbs a6 de’cimales, ,
3. Esboce €l grafico de las funciones exponenciales siguientes:

a)y-2+e b)y—2 e c)y=5-3e* d)y—i—-i

4. Suponga. que-se-invierten 15250 délares a un t1po anua.l de 1nteres al 7%
Calcule el saldo después de 25 afios si el interés se compone semestralmente
y continuamente. Compare ambos saldos con la inversién inicial.
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Cuando los profesores seleccionan textos para sus cursos, usualmente eligen
entre los libros que ya estdn en su biblioteca. Por esta razén muchos editores
envian ejemplares de regalo de nuevos textos a profesores que ensenian cursos
realacionados con su especialidad. El editor de matematicas de una impor-
tante editorial estima que si se distribuyen x miles de ejemplares gratultos,
las ventas én el primer ‘afic de un cierto texto nuevo de_matematicas sera
aprox;mada,mente de: - '

f(z) =20 — loe'o % {miles de ejemplares)

a) Trace un grafico a.proxmmdo de la funcidn. b) g,Cuantos e_]empla.res puede

‘esperar vender €l editor en el primer afio si no se han enviado ejemplares

gratuitos. c) ;Cudntos ejemplares puede esperar vender el editor en el primer
aifio si se han enviado 10000 ejemplares gratuitos? d) Si la estimacién del
editor es correcta, ;Cual es la estimacién més optimista de ventas para el
primer afio?

Cuando una maqumarla insdustrial tenga ”t” afos, su valor de reventa serd

de:
V(t) = 4800e75 + 400 dola.res

a) Trace un grifico aproximado de la funcién V(t) LQue le sucede al valor
de la maquinaria cuando "t” crece sin limite? b) ;Cual fue el valor de la
maquinaria cuando era nueva? c) Cual sera el valor de la maquinaria dentro
de 10 afios?

Una bebida fria se saca del refrigerador en un dfa de verano y se coloca en
una habitacién cuya temperatura es de 30 grados celsius. de acuerdo con la
ley calérica de Newton, la temperatura de la bebida después de t minutos
viene dada por la funcién f(t) = 30 — Ae *.- Si la temperatura de la bebida
era de 10 grados celsius cuando dejé el refrigerador y de 15 grados celsius
después de 20 minutos, jcudl serd la temperatura de la bebida después de 40
minutos?

Se estima que dentro de t afios, la poblacién de un cierto:-pais serd de: .:
e S T A - . Sy

80

N(t)" 8 + 12¢-006t

(millones)

~-a) ;Cudl es la poblacién actual" b) ¢Cual sera la poblacién dentro de 50

afios? c) ;Qué le suceders a la’ larga, a dicha poblacmn 7

-Un accidente de trafico fue presenciado por 513 de los hab1tantes de Inca de
Oro. El nimero de residentes que habfan oido hablar del accidente t horas
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. Se introduce, en un estero, una poblanon de moluscos que, crece de acuerdo
con la funcién N Cat :

50 + )
donde ¢ estd dado en afios y N(t) en millones.

N(t) = 100(1 +

a) {Cual es la poblacién inicial de moluscos en esta experiencia?
‘ s : T

. b) bCua.nto crece la pobla,cmn entre el tercer y cuarto afio?

L

c) Ha.lle los mtervalos de tlempo en que la poblacxon crece (decrece)

. Se intenta poblar una zona desertlca. del Norte de Chlle con laga,rtljas de la
" especie Lacerta Muralis que se alimenta de insectos y vive-en los huecos
de las paredes. Los especialistas estiman que dicha zona se poblarfa,’a causa
del escaso alimento, de acuerdo al modelo siguiente:

100

P(t) = —2
() 1+4+4%e"3

(Si t=0 en el afio 1993)

a) ;Cudl es la poblacién inicial de lagartijas de este experimento?

b) Estime el intervalo de mayor crecimiento-'clle la poblacién?

c) (Cual sera el ma,yor ntimero de la,gartuas que tendra la poblacmn"

d) LCua.nto creceria la poblacmn entre los afios- 1994 y 19957

. Una poblacién experimental de moscas de la fruta aumienta su tamafio de

acuerdo al modelo A
. N(t) — 3360'5493t

donde ¢ se mide en dias y N(t) en miles.

a) ;Cudl es la poblacién inicial.de este emjmbre? L

'b) i Qué poblacién habrd en el cuarto dfa? o

¢} Cuanto crece la pc;blacié;l entre el quinto y sexto d-1'a?

d) Estime un intervalo doride la poblacién crece mas 'féipidai.riient;e'. ’

e) ;Cual serd la poblacién de mioscas si ¢ crece indefinidamente?
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donde P(t) es el peso en gramos' del cultivo y ¢ 'se mide.en horas.

a) Calcular el peso del cultivo en t = 0 yt=1.

b) ;Cual serd el peso del cultivo después de 1 mes?

c) ;Cudl es el mayor peso que puede alcanzar el cultivo cuando el tiempo £
crece indefinidamente? S

. Se efectuaron las mediciones de la corriente en un circuito eléctrico como una

funcién del tiempo. El circuito tenia una resistencia de 5 ohms y 10 H. Se.

, Ahallaron los sxguientes datos

i: (amperes) | 0.00 | 2.52 | 3.45 | 3.80 | 3.92
t: (segundos) | 0.00 [ 2.00 | 4.00 | 6.00 | 8.00

a) Grafique la nube de puntos para estos datos

bj Halle la curva exponencial que ajusta dichos datos. -

c) Analizando el grifico y la ecuacién, determine el valor al que tiende la-
corrlente cuando t ~— +o0. :

d)*g,Cua.l era la, intensidad de la corriente en el tiempo t = -i, 75 éegundos?» '

Se midié el incremento en cierta barra metilica en relacién con los incre-
mentos de la temperatura. Si 'y representa el incremento en la longitud para
el correspondiente incremento de temperatura z, hallar la curva exponencial
que ajusta los siguientes datos

x: (grados celsius) | 50.0 | 100 [ 150 | 200 | 250
'y: (centimetros) | 1.00 | 4.40 | 9.40 [ 16.4 | 24.0

a) (En cuinto aumenta la longxtud la barra. metalica, cuando la temperatura

-es de 350 grados celcius?

n b) Calcule la temperatira que se necesuta pa.ra que la barra aumente su
longitud en 7,5 cm. ‘ ‘




EL DERIVE =~ . 129

' 3. Aparece Declare Matrix : Rows columns. ‘Al lado derechio de Rows

“‘escriba‘4 y al lado derecho de’ Columns escriba 2. Para . pasar de uno a otro
lado se usa el tabulador. Observe qué los datos forman’ una matriz de 4 filas

y dos columna,s Presxone la tecla Enter oo e
. . o

134

. Aparece Matrlx element Escriba’ suceswamente

1 Enter 2 Enter

" 2 Enter 3 Enter
3.Enter 9 Enter

"4 Enter 15 Enter

.. En la parte superior, de la pantalla aparece lo siguiente:

O W

BN
oy
o

Enla 'parte inferior aparece Command. Presione la tecla Enter.
. Aparece Author expression: Escriba lo siguiente:

fit ([z, k2], tecla F3)
Presione la tecla Enter. |

En la parte superior de la pantalla aparece lo siguiente:

1 2
2: Fit [z, k2, | 7 3
4

[—y

5

Ponga el cursor en Simplify y luego presione la tecla Enter. En la parte
inferior aparece Command y en la parte superior de la pantalla aparece la
ecuacion pedida:

3: %e%%%z A 0, 96269
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Capitulo 5 El modelo
| - Logaritmico

Objetivos

. Comprender el concepto de funcién logaritmo.
. Trazar el grafico de la funcién logaritmo.

Resolver ecuaciones exponenciales y logaritmicas.
Analizar modelos en que intervenga la funcién logaritmo.

. Utilizar EL DERIVE para resolver ecuaciones y estudiar fenémenos
que se comportan en forma exponencial y logaritmica.
: " . AN ' Co . B .

5.1 La funCién logaritmo.

Hemos visto que la funcién y = a® con a # 1, @ > 0, es una funcién creciente
o decreciente donde:

- f:IR — R, tal que, para cada x : £ ~y = a*

De lo anterior se desprende que para cada valor-de x, del dominio de la funcién,
existe un unico valor de ”y”; reciprocamente, para cada valor de "y” existe un
unico valor de x. Asi, por ejemplo, en la ecuacién y = 10%, si z = 2, entonces

y = 10% = 100; al mismo tiempo, si 100 = 10%, entonces x es igual a 2.

Sin embargo, dado un valor de y cualquiera, no sierpre es facil determinar el
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comunmenté, logaritmo decimal y logaritmo natural respectivamente. En_ambos
casos se omiten las bases cuando se escriben los logaritmos. As{, por ejemplo:

a) El logi5 123 se escribe log 123 b) El ld;e 3899 se escribe In 3899

.Si queremos graficar la funcmn logarltmo en ¢1 mlsmo sistema de coordenadas,
es decir, en un sistema en que la variable "x” es la va,nable mdependlente y la
~ variable ”y” es'la variable dependiente debemos expresar, "y en funcién de X"y
escribir y = log, z en vez de z = log,y.

Ejemplb 13

: Trace el gréfico de la funcién y = logs z utilizando ei grafico de la funcién
y = 2%

SOLUCION. De acuerdo a Ia deﬁmcxon de funcxon logamtmo y. de Ia tabla de
valores de y = 2% se pueden obtener los datos para trazar el grafico. de y = logyx.
En efecto, de la tabla de la funcién y = 2%, de lz pagina 81:

x| 2% . _ ,
—00 | 0 . .
-3/0,125 : 1
~210,25
~1]05 T "‘/
0)1 1
2 4 y:zi‘
318 ‘ - R
...se obtiene la tabla de la funcién y = log,z
X logaz
0 —00 !
0,125 | -3
0,25 -2
0,5 -1
4 2 et Y=l e .
8 3 ‘ '
400 +w T AL T s

A la par de cada tabla se muestran las figuras 1 y 2-de los graﬁcos de cada una
de las funciones. ;
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5.2 Propiedades de la funcién logaritmo

Las propiedades de la funcién logaritmo se deducen de las correspondientes de
la funcién exponencial.

[

1] El logaritmo del producto de dos o més cantidades es igual al logaritmo de

la primera cantidad més el logaritmo de la segunda. En sfmbolos:

logazy = log,z + loga,ﬂ

[2] El logaritmo del coci_exite de dos cantidades es igual ai.lo'ga.ritmo de la
primera cantidad menos el logaritmo-de la segunda. En simbolos:

log,2 = lo_cja:z — log,y

[3] El logaritmo de una potencia es igual al exponente multiplicado por el
logaritmo de la base.

log, 2™ '= nlogarli o

De estas propiedades. se desprenden de.inmediato las siguientes:

[4] i) logsa =1 ii) loget = ~log,z i) log,1 =0

lEjemplo 15]

Calcule el valor de: a) log(0,001)  b) logs6561

' SOLUGION. De acuerdo a las propiedades resulta
a) log(0,001) = log(10)™® = ~3log 10 = —3(1) = -3
b) l0gs6561 == lags9* = 4logs9 = 4(2) = 8

1 Ejemplo 16]

Verifique las siguientes 1gualdades.

a) logc® + logz — log c ='log cz
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1 1 1
= 510g22+ Zloggz + 510_922
1 1 1 _ 13

2 4 + 12
b) Por otra parte:
log5\/_ (VB): -5 = logg,(k'))2 - logs(\/_) + 1095(5)%

1 1
= -—log55 + -log55 + 310955
1' 1 1

. ¢) Finalmente:

Ioga'\/E- Va-¥a = %log‘aa + llogaa'-}- ;—)logaa
1. 1 31

1 .
23 5‘30

¥ s

5.3 Ecuaciones logaritmicas

No todas la,s ecuaciones exponenciales pueden resolverse en la forma. como lo
hemos hecho hasta ahora. icomo resolver, por ejemplo, la ecuacién '

10° = 6,3

En estos casos es cuando debemos recurrir al concepto de logaritmo.

|Ejemplo 18
Resuelva las siguientes ecuaciones:
a) 10°=6,3 b)e*t=4 ¢)(})*=10

SOLUCION.  a) Aplicando logaritmo en base 10,'en ‘ambos miembros de la
ecuacidn, se tiene:

10% = 6,3 <= log 10° = log 6,3 <=> zlog 10 =log 6,3
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41;9‘2 + (é:—ilglaya — 2zlog3+1 / 15 <= 20log 2 + ?xloga _‘Slog 3:63:[093 + 3

5
Reuniendo términos semejantes y despejando la incognita resulta:

3 —-20log2 + 5log3 =
—log 3

~zlog3 = 3— 20log 2 + 5log3 <= z =

Calculando los logaritmos se obtiene:

_ 36,0205 +2,38560 _ ~0,63499
B ~0,47712 o O ATIIZ .

= 1 33088

: [Ejemplo 26,\

Determme el dominio de las funciones: a) y = log (z + 1) b) logavz?+4+
log (z? + 1) oo

SOLUCION. Recordemos que la funcién logaritmo esta definida solamente para
valores del argumento mayores que cero. En consecuencia el dominio de la funcién
lo hallamos imponiendole esta condicién. En efecto: a) ¢ y = log (z + 1) existe si y
s6lo si z + 1 > 0, esto es, si ¥ s6lo st ¢ > —1. En consecuencia el dommlo de la
funcién propuesta es el mterva,lo -1, +oo[ 4

Analogamente, la funcién log; V22 + 4 + log (z? + 1) ex;ste, 81 y sdlo si los
argumentos de ca,da una de las funciones, que la componen son mayores que cero.
Observe quel 2 + 4 es mayor que cero para todos los nimeros reales. Igualmente
z? + 1 es mayor que cero para todos los nimeros reales. Por lo tanto el dominio
de la funcién propuesta es el congunto de los nlimeros reales.

Las ecuaciones exponenciales de las secciones 4.71 alad. 73 no siempre pueden
resolverse en la forma propuesta en dichos apartados. La mayoria de las veces es
necesario utlizar el concepto de logaritmo. S '

5.4 Ecuaciones de la forma at =b

Para resolver una ecuacién del tipo a* = b, aplicamos logaritmos en ambos
miembros de la ecuacién.

’-Ejemplo 21 !

Resuelva las ecuaciones: a) 42" =121  b) 3 = 0,8 c) 12% = 444.

SOLUCION. a) 42° = 121 <= log 42* = log 121 <= zlog42 = log 121.
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b).Por otra parte se tiene que:
Ioé 10’2 = log 15 = (:x: - 4)Iog 10 = log 15
- Puesto que log 10 = 1, entonces .
22— 4 =loglh =22 =14_ lbg 15 <=>‘a}"= m = ¢ = +./5,17609
En consecuencia, las soluciones son: |

Tz =2,2751 zy = —2,2751

5.6 Ecuaciones de la forma o/ = 5@,

Tal como en los casos anteriores, para resolver este tipo de ecuaciones se-aplican
logaritmos (y sus prOpleda,des) en.ambos mxembros ya contmua.cxon se despeja la
incognita.

Ejemplo 23

: .. ‘ . z 3.:-1 4z-5
Resuelva las siguientes ecuaciones: a) 3°+4 = 2¢+2 . b) 2 =773 .

SOLUCION: a) Aplicando logaritmos en ambos mie"mbros resulta:
3’“ = 21"{*2 = (:z: + 4)log3 = ( + 2)Iog2
o <> zlog3+ 4log 3= —Iog 2+ 2log 2

&= z(log3 — Zl,og 2) = 2log?2 — 4log 3
2log2 — 4log3

5 5 3

= = log3 — {log?2
b) Aﬁalogé;mente resulta | L .
2% = 7“3_5‘ = log2'§£§:l“ = .
-1 -
<= .3w5 log2 ; 4z 5109»7.
3z 2
= «—-logQ - -log2 = —-log - —~log7

-3
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De esta ultima ecuacién resulta: z + 1 = 4z —4 &> .= % .

5.8 Otros modelos exponenciales : -

Algunos modelos exponenciales estudiados en las secciones precedentes con-
ducian a una ecuacién exponencial que debia resolverse utilizando el concepto de
logaritmo. En lo que SJgue restudiaremos dichos modelos.

Ejerﬁplo 25

La poblacién del mundo esté creciendo. a un ritmo aproximado de un 2 por
ciento anual. Si él ritmo de crecimiento permanece constante, jcuanto 1 tarda.ra, la;
poblacién mundial en duplicarse? '

,SOLUC_I(SN., .Recordemos que la poblacion dentro de t afios eété_dagia. por la.
funcidn: '
CN(t) = Noe™ .
donde Ny es la poblacién actual y. k es la tasa de crecimiento: Nuestro objetivo-
es hallar el valor de t para cuando N (t) 2N,. Es decir, queremos.-resolver la:
ecuacion: . = ‘ ‘ '
2N0 — N e0,0‘Zt .

D1v1d1endo la ecuamon por No resulta suceswamente que:

2uef°?*¢:>zn2——0 02t<:$t-%9~§2—~3466

En consecuencia la poblacién mundiaI se duplicard en 34,66 afios. Observe que la
respuesta final es independiente de la poblacién actual. :

Ejemp‘io ~26 I

La ‘densidad de poblacién a x kilémetros del centro de una ciudad estd dada
por la funcién. D(r) = Ae™*". Determinar la funcién si la densidad de poblacién en
el centro de la ciudad es de-15000 personas por kilémetro-cuadrado y la densidad-

~a 10 kilémetros del centro es igual a 9000 personas por kilémetro cuadrado.

Observe que. en ¢l centro de la ciudad r = 0, esto es, D(O)' = A = 15000
personas por kildmetro cuadrado. De esto resulta que la funcién modeladora es:

D(t) = 15000e™""
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Dividiendo por Ry y tomando logaritmos en ambos miembros se obtiene:

1 | nt Iy 2
lng——kt@t—ﬂk—-—-"? ycomok 5730 -
se halla que: '
' = M ~ 13304, 65
n?2 '

De lo cual se-concluye que el fésil tiene aproximadamente 13304 afios.

5.9 Ejercicios propuestos
1. Exprese lo siguier;te en notacién logaritmi(:a.' . | ..
0) ¥ =21 B5t=62 )4°=1 d)10° =700 e} Sa = 16
2 Encuentre por simple inspeccién el valor de x en las expresxones s1gu1.entes
a) z = log,16 b) T = Iog71 ¢) z = logel d) T = logf36 e)logz32 =3 |
3. Exprese como un mmple logaritmo las expi es1ones .' a o
a) logaz + logay — logaz b) logy(a + 2) — logy(a = 3) c)4log4 3logy
) d) logy2z + 3(logsz — logp,y) e) —log.x + bloga(:r: — 1) + 3log,z2
f«4 Resuelva las ecuaciones exponenciales.
) 3 =27 b) 3741 = 30577 ¢) 5(6%) = 215" d) e*—~e =120 e) €F 47T = 1
5. Determine el valor de x. e
a) logz — 2log 4 -tlog 32 b)log(z+2)—logz = log 12
c) log(3z.+2) = log(z —4)+ 1 d) 2,78% = 7, ggis-1" e) (3)2” = 1
6. Calculé cada una de las expresiones sin usar cal¢;i}adbra. ‘
a) In e b)in\e c) et d) elin3 ) gUn2-ns ) Ine®\/e -
, 7 Resuelva para x la ecuacién dada: S

a)2=e>%" ) B = Qpe 1% )3 =2+ 54 d) —2lnz=0b

q
re)=Inz=%54C f)lnz=2(n3 - ln5) g)lnz -%(ln16+2ln2)
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-5.10 E_]erc1c105 propuestos

Utlllce EL DERIVE para resolver los sxgulentes ejercicios.

1. Crecimiento de bacterias. Un laboratorista hallé que si inicialmente
habfan 6000 bacterias en un cultivo, después de 20 minutos el nimero de
bacterias alcanzaba a 9000. Use estos datos para determinar una funcién
exponencial de la forma Q(t) = Qge’“ que exprese el nimero de bacterias
como funcién del tiempo. Utilice EL DERIVE para trazar un graﬁco de la
funcién N (t). Estime la poblacién de bacterias cuando ¢ —» 18 minutos.

2. Eficacia de trabajadores. Un experto en productividad contratado por
una firma industrial, hallé que un trabajador 'sin experien-cia produce 150
unidades de produccién por hora y después de 6 meses'produce 410 unidades
por hora. El experto cree que la produccion esté relacionada con la experi-

- encia. Halle la funcién que modela dicho fendmeno de acuerdo con los datos
observados. Utilice EL DERIVE para trazar un.grifico de la funcién.

3. Crecimiento de poblacién. De acuerdo con un modelo logistico basado
en el supuesto de que la tierra no puede soportar mas de 40 mil millones de
personas, la poblacién del mundo (en miles de millones) viene dada por una

funcidén de la forma:
40

1 1+ Ce ¥t

donde C y k son constantes positivas (t en afios). Hallar la funcién que
muestre que la poblacién mundial era de ¢ mil millones en 1960 y de 4 mil
millones en 1975." Utilice EL. DERIVE para trazar un grafico de la funcién
y estime la poblacién para el afio 2 000. o

N(t) =

4. Fechado por carbono. Un arquedlogo ha encontrado un fésil, en la provin-
cia de Atacama, en el que la razén de C'* a 12 es de L 5 de la razén encontrada
en la atmosfera. ;Qué edad tiene aproximadamente el 16sil? -

5. Fechado por carbono. ;Qué edad tiene un fésil en que la razén de C* a
C’12 es de 3 de la razén encontrada en la a.Lmosfera7

6. Resuelva. las sxgmentes ecuaciones y vemﬁque sus resultados utilizando EL
DERIVE - -

)3 —2=97 b)27.35-1 5742 = 4
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20.
.y determine los siguientes ]mutes

21.

22
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. Resuelva las, ecua.c1ones siguientes y establezca al mismo tiempo-el conjunto

de valores de x para los cuales los Iogantmos estan bien deﬁmdos

a). 2log:r=1+log(a:+-—) b) log /T — -—log(S—m)—O

considere la funcién solucién del problerna 3, paglna 147 y trace su graﬁco
a)‘hgl N(t) b)lméN( ) c) hm N(t) d) lJmN( ) f)th( )

Considere la funcién solucién ‘del problema 15 de la pagina 148, trace su
grafico y deterrmne los siguientes limites. ' -

VPO BERPO) Q) lm PO) ) lm PO f) iy PO

Cons1dere la: funmon del problema. 12 de la pagxna 148 trace su grafico y
determme los siguientes limites.

t .q)gl_{I&N(t)' : b)tgxglN( ) c)t_ljinoo N(t). d) lim N(t) f) lim N(t)

. 23.

24.

25.

_;_.. {400

.Considere la funcién del problema 126 de la pagina 114 trace su grafico y

determme los mgmentes limites:

@) Jim D(t) b) im D(t) ¢) Jim D(t) d) lim D) f) lim D()

_;—_

Considere la funcién del problema 8 de la pa,gma 126 trace su grafico y
determine los siguientes limites.

QimP@H) b)Jm P(t) ) lim P() d)tﬁgl;_P(t) 7 Jim D(t)

La presion del vapor de agua depende de la temperatura. La siguiente tabla,
hallada experimentalmente, nos da la presién del vapor (en kilopascal) para
valores correspondientes de la temperatura (en grados celsius).

Presién 119 12,33 17,34 1 19,9 |47,3 { 101 [ 199 | 361 | 617
Temperatura | 10 | 20 | 40 | 60 { 80 | 100|120 | 140 | 160

Trace la nube de puntos y mediante una aproximacién logaritmica minimo
cuadrética calcule la presién para una temperatura de 67 grados. ;Qué
ocurre cuando ¢t — 0
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5.11 El DERIVE

5.11.1 Ajﬁste'(\ié_ ia funcmn logaritmo.

Ejemplo 1

Trace el grafico de la nube de puntos de la tabla szgulente y construya y trace
la funcién logaritmica minimo cuadrética. - _— : -

x|y
"1,00 [-0,0029
© 1,50 | 0,0064
12,00 { 0,0112
3,00 | 0,0243
4,00 | 0,0416 ¢
. 5,00 | 0,0625
10,0 | 0,2000
15,0 | 0,3380
20,0 | 0,4000

1. En Command : ponga el cursor en Declare y pres{one la tecla Enter.

2. Aparece Declare : Functxon, Vanable, Matnx, Vector. Ponga. él ¢ cursor en
Matrix y presione la tecla. Enter

3. Aparece Declare Matrix : Rows : -Columns. Al lado'derecho de Rows
escriba 9 y al lado derecho de Columns escriba 2. Para pasar de uno a otro
lado se usa el tabulador. Observe que los datos forman una matriz de 9 filas
y 2 columnas. Presione la tecla Enter . .
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1,00 0,0029
1,50 0,0064
2,00 0,0112
» 3,00 0,0243
2: Fit{z,kin(z)],| 4,00 0,0416
5,00 0,0625
10,0 0,2000
15,0 0,3380

20,0 0,4000 |

Ponga el cursor en Simplify y luego presione la tecla Enter. En la parte
inferior aparece Command y:en la parte. supenor ‘de-la-pantalla aparece 3:

2L Ing <> 0, 00990016 Inz que es la ecuacién pedlda

. Para graficar la nube de puntos en el Slstema Cartesiano de Goordenadas,
coloque en blanco la matriz de puntos, a continuacién ponga el cursor en
~ Plot, presione:la:tecla Enter y-efectie la siguiente sucesién de .operaciones.
a) Overla.y Enter b).Option Enter c) State Enter-d) Rectangular Enter e)
Plot Enter. En la parte supenor de la pantalla apa,rece la nube de puntos.
“‘Présionela tecla:Enter. ~

. Para graficar la funcién coloque en blanco la funcién h‘a}]ada, presione la
i .tecla Enter y repita.la.sucesién de operaciones desde (a) hasta (e). En la
parte superior de la pantalla aparece el grifico de la ecuacién hallada.

.-Nota. El lector debe tener sumo cuidado en la eleccién de la escala en los
ejes coordenados. Una incorrecta eleccién de dicha escala puede conducirlo
a una vision equivocada de la nube de puntos y del ajuste que se busca. Los
puntos pueden a,Justarse también, utilizando otra base, por ejemplo, la base

10.
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En el afio 332 antes de Cristo, Egipto cayd en las manos de AleJandro Magno
(856-323 a.C) quien, para honrarse a si mismo, ese mismo afio, hizo construir
la ciudad de Alejandria. Muerto Alejandro, y repartido su imperio, Alejandria
quedd bajo el dominio de Ptolomeo, uno de sus generales. Para celebrar su ascen-
si6n al poder, Ptolomeo, fundé en la ciudad el primer centro cultural orga.niza.do
de la humanidad: museo, biblioteca y universidad, producxendose aqui el mds
asombroso florecimiento de la vida intelectual que jamas haya existido en el mun- :
do. Egipto estuvo gobernado por la dinastia de los ptolomeos hasta que cayo
en manos de los romanos.

Las primeras constrlbucwnes alejandrinas al conocimiento de la hurna,mdad
se refieren a la invencién de la tngonornetna, cuestién que significo, devolver a la
| geometria, las mediciones y el uso de los ntimeros. Esta fue otra de las conquistas
de la matemdtica por acercarse a los fenémenos de la vida real. Inventando los
primeros conceptos trigonométricos, Aristarco'de'Samos (310-230 4.C), hizo
{las primeras estimaciones de las distancias de la luna y del sol a 1a tlerra -

Otra articulacién de la matematica con el mundo real, en que interviene la
trigonometria, la hizo Hlparco (150 a.C) al estudiar la posicién en la esfera ce-
leste de 1080 estrellas. Arqulmedes (287-212 a.C) habia montado, :muchos afios
antes, el primer modelo conocido para representar la rotacién de la esfera celeste
y las posiciones variables de las estrellas. Es posible que el mismo- Arquimedes
fuese el primero en apllcar rudimentarias tablas de senos, cosenos y tangentes
Hiparco hizo lo mismo 100 afios més tarde, construyé una tabla de senos y la uso
para hallar la distancia entre la tierra y la luna.

Cuando Alejandrfa pasé a formar parte del Imperio qua,no, ya habian sido
determinadas, con ayuda de una incipiente trigonometria, las. distancias de la
tierra al sol y a la luna, asi como los radios y circunferencia de los tres astros.
Eratéstenes (275-194 a. C) determiné la longitud de la circunferencia de la
| tierra con un error de 80 kilémetros. Para los griegos y egipcios, que desarrollaron
estas herramientas, fue sencillo determinar las alturas de alcantilados como los
de la figura.. siguiente.

El procedimiento supone que es p051ble acercarse a la base del cerro lo suﬁ-
c1ente para, poder medir los angulm en la posicién que se 1nd1can
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6.2 Las razones trigonométricas -

Los modelos estiticos

Y-

Dado un tridngulo rectingulo ABC se pueden-definir seis razones trigonométricas

entre sus lados, para cada uno de sus 4ngulos agudos. En la ta,bla ( 1) se deﬁnen
dichas razones para el angulo alfa:

_cateto opuesto a
sen a = hipotenusa c
cos o = Cateto adyacente _ b

hipotenusa c

cateto opuesto: | )

tan a = —reto a,dya,cente b

st o = hipotenusa * _ ¢

. — cateto opuesto ~ -a
séc a _.__hipotenusa "e f‘g(‘)

' .~ cateto adyacente ~ b

s _ cateto adyacente _ b

COt @ =. Tcateto opuestc — a

Ejemplo 1| .

Considere el tridngulo rectangulo de la
figura (1) y suponga que los catetos
menor, mayor e hipotenusa miden 8, 15

y 17 ¢m respectivamente. Halle el valor
aproximado' (a un decimal por defecto) |

de seno, coseno y tangente del dngulo
alfa.

SOLUCION. De a.cuerdo a Ia,s definiciones de la tabla (1) resulta que:

8 15 8
a) sen o = ﬁ‘~04 b)cosa-—l—?m06 c)tga_-l-gzOS

En lo que sigue estudiaremos algunas propiedades de las razones trigonométricas

que nos permitiran resolver en el futuro una gran variedad de problema,s de otras
d1scxphnas
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. 'SoLUCION. El teorema, de Pitdgoras nos asegura que a? +. b"’ = c2 DlVldlendO
esta expresion por ¢? resulta: - e

Del mismo tridngulo se deduce que:
1) sen a = 2, por lo tanto, sen’a = (2)*
- c"R, ’ — \e
S b 1., ) 2. !,_2
+131) cos o =2, por lo'tanto, cos’a = (&)’

Reemplazando las igualdades ii) y iii) en la éxpresién (i) se obtiene que
(x) sen’a+ cosza =1

La identidad (*) significa que la igualdad se mantendra cualesqmera que sea
el angulo alfa al cual se le aphquen ambas funciones. -

Conviene aclarar algunas convenciones de notacién. 151531', ‘por 'ejemplg, |
a) sen"a = (sena)® b) cos"a = (cos ) c) tg"a = (tg &)™
De tal n';'odo que, ;3n particuiar, se tiene que:
’q)l sen’a -=- (sen a)? b) | .c;osza = (cois ;1)2 o) tg’a = (tga)®
Asi, por ejemplo, de (sen 18%)% + (lcosA 18%)2, résulta:

a) sen?18° + cos?18° & (0,309)% + (0, 951)? = 0,0954 + 0, 9044 ~ 1

6.3 Ejercicios propuestos

1. Considere un triangulo rectiangulo de lados 3 4 y 5 cm, y calcule laa seis
razones trlgonometrlca.s de los dngulos agudos.

2. Halle los valores' de las funciones trlgonometnca,s de los angulos alfa y beta,
del tridngulo rectangulo ABC de la figura (5). ' :
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La figura (8) muestra el tridngulo
rectangulo isésceles ABC, del
cual se pueden calcular las fun-
ciones trlgonometncas para el "
angulo de 45°. Conviene precisar
que los valores de las funmones no .
variaran.si los lados del ctadrado
ABCD tienen otras dimensiones.
Aplicando la definicién de cada u-

na de las funciones al angulo de f'tg(s)
45° resulta: »

 a) sen 450':= —= = ——  b)cos 45’ = c)tg 45° =1

d) csc 45° = /2 d) sec 45 =2 e) ctg 45° =1

Para calcular las funciones trigonométricas de los 4ngulos de 30° y 600 se recurre
a un tridngulo equildtero como el de la figura (9). '

fig : Fgcw)
" Como las longxtudes de los lados del tri angulo no afectan las razones entre ellos,
para mayor comodidad en los calculos se han elegldo dos unidades por lado. Dél
tridangulo de la ﬁgura 9 se desprende el tna,ngulo rectangulo ADC de la ﬁgura

(10).

La longitud del lado DC (altura del tridngulo cquildtero ACB) se puede calcular
utilizando el Teorema de Pitigoras. Y a.phca,ndo laﬁ definiciones de las func10nes
se obtienén los resultados de la tabla mgmente ‘ ' o ‘

o
w
o]
7]
[¢]
¢]

sen | cos | tg ctg
A EIEANaE A
45° |2 12101 |1 12V
607 [ 5§ [VI[E] 5 [3F

Tabla (2)

P2
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Para hallar la medxda, del angulo alfa podiamos haber utilizado cualesquiera de
las funciones trigonométricas. Por ejemplo, torna,ndo la funcwn tangente resulta:

. 1 :
Si tg @ = — = —, entonces, « =.30°

SR

Pero, jqué sucede cuando el tridngulo, al cual queremos conocer sus a,ngulos o
sus lados no es equildtero ni rectangulo isésceles? *

El algorltmo para calcular la medxda. de los angu]os mternos de un, tna.ngulo
cuando se trata de tridngulos rectangulos cualesquiera se muestra en el ejemplo 5.

e E‘ ‘;.:‘ : TE: ’
-~ - o

Considere el tmangulo de la ﬁgura. (12) y determine la medlda. de los angulos
alfa y beta.

ﬁgcm

38 -

SOLUCION. Aunque podemos usar cualesqulera de la.s funcxones usaremos en

ambos casos la funcxon séno. En efecto, puesto que sena =2, se tiene:

a) [ 2] [T [7]~0,2857 M@ms,w

En 'la‘misma,' forma, puesto que sen 3 = 34& se tiene:

b) \/Slialr*‘il7|~09583 [shift] [sin] ~ 73, 39°

Note que la suma de a.rnbos angulos agudos es un poco menor de 90°. Esto se
debe a que todos los calculos han sido aproximado a cuatro decimales, por defecto.

\

Utilizando la funcién coseno
determine el angulo beta en

el tridngulo ABC de la figura : P
(13). A /




|
6.| La pirdmide de 80 m de altura de la figura(18), proyecta una sombra de 100
; m de longitud. ;Cual es el dngulo de elevacién del sol?
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7.iLa escalera de la figura (19) estd apoyada contra la pared de una casa de
‘ modo que desde el pie de la escalera a la pared hay 2 metros. ;A qué altura
del suelo se encuentra el extremo superior de la escalera y cual es su longitud
si forma un angulo de 58° con el suelo?

|

g g

| | AN
. e ).

‘l &) Z ' -. A =i '3";'15 %”4” 3 _ 1

8. llDesde un punto colocado a una distancia de 50 metros de la base de una
ltorre se hallé que el angulo de elevacién del extremo superior de la t;orre es

de 450 Calcule la altura de la torre

- 9. Conmdere el arbol de la figura (20) y una tortuga que se mueve en dlreccmn
al tronco desde el punto A al punto B. Halle la altura del arbol:si‘el dngulo de
elevacion de su extremo superior crece desde 31? hasta 47% cuando la tortuga
avanza 75 metros desde A hasta B.

10. La base de un triangulo isésceles mide 20 cm y los dngulos de la’ ‘base miden
£I18° ‘Halle la longitud de los los lados iguales.

11. (|3a,lcule el 4rea del tridngulo rectangulo si el cateto a—-12 S5cmyel a.ngulo
a= 280

12. C|Ja,lcule el area del triangulo ABC si el ca.te to b 17 cmy el angulo a = 31°.

-::ﬁ‘:‘ o B : obee o
13
. H

S

|
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la medida de un dngulo central subtendido por un arco. cuya longitud es igual a la

long1| tud del radio del circulo. En la figura (25) la longitud del arco AB és igual a ‘
la longitud del radio del circulo.

0B = longitud de AB
Xo( = A1 vadidn

fises

iQué relacién hay entre ambas forma de medir angulos?

Con frecuencia trabajaremos indistiritamente con cualesquiera de ellas, de tal
manera que debemos determinar un método para pasar de un sistema a otro.

Sabemos-que la longitud de la circunferencia es igual a 27r, esto es:

= 2nr
esto significa que: :
L
- =2
r

Es decir, la razén entre la longitud de la c1rcunferencza. y su radio es igual a 27
radianes. Como una circunferencia subtiende un dngulo central de 360°, resulta
que: ‘ :
" 97 radianes = 3600
o lo que es lo mismo _ L
7 radianes = 180°
De esto se desprende que :
R 180°  180°

~ “0
1 radidn = - 3, a9 =~ 57,2958

Usted puede verificar que: -
‘ ‘ 1 radidn ~ 57° 17’ 45”
Por otra _pa.Art,e,“;'meqi:;o ;quvg 1800 ;';r;_:radia.,nes, se t'iene_'tiggr_:.‘_

1 grado = —- radidn ~ 0,017453 radidn
180 . c

Para reducir grados a radianes, o radianes a grados, podemo titilizar cualesquiera ™

de las igualdades de la equivalencia siguiente:

o = L
180‘ 1rra_d1a.nesm<==?~‘l - lsoradlan
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6.9 Longitud de arco

| ' - - | ‘
SiI en una circunferencia de radio r, fig(26), se conoce la medida del angulo cen-
tral, se puede determinar la longltud del arco que subtiende dicho dngulo mediante -
la expresién, £, =r-a .. :

|

|

Pged

Dicho en palabras: longitud de arco = radio - 4ngulo central en radianes )

Ejemplo 9

Df!:termlne la longitud del arco de cnrcunferenma, de radio r=12 cm, subtendldo
por un angulo de § radia: - : -

SOLUCION. Apiicandomla, férmula propuesta, se tiene:
T
.£=12-§=47rcm z12,57cm
Observacmn Con frecuencia tiende a confundu'se la medlda de un angulo

dado en el sistema sexagesimal con un niimero real. Por ejemplo, 30° rio es igual
6
al nimero real 30. En cambio el a.ngulo, rad es el mxmerq real aproximado 3,1416 1;1

6.10 Ejercicios propuestos

1. Exprese en radianes los siguientes dngulos.

fw)

) 45° 5)30° ) 18° d)57°30' ) 105° e)14° 24’ £)22°30' g) 78° 45

¥, exprese su valor como un niimero real aproximado.

2. Exprese los mgulentes angulos expresados en radianes, en medida sexagesi-
mal. a) 3 “ C) ) 127

3. Exprese en radianes cada uno de los angulos siguientes. a) 135° ¢) 210° d) 25°

4. Exprese en grados minutos y segundos cada uno de los siguientes dngulos.
a) Frad b)2rad c)3$red
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6.11 Resolucién de tridngulos 'oblicuéng_ulos

H|asta ahora hemos analizado problemas en los cuales era necesario resolver
'mangulos rectangulos Sin embargo en una gran variedad dé situaciones se necesita

determinar angulos o lados de tridngulos oblicuingulos.

Un triangulo oblicudngulo es aquel en que ninguno de sus dngulos es recto.
Esto 'significa que los tres angulos son agudos, o dos son agudos y el tercero es
obtuso. En la figura siguiente los dngulos se llama,n A, By C y los lados opuestos
son, respectivamente, a, b y c.

Un triangulo queda perfectamente determinado si se conocen tres cualesquiera

de sus elementos. En lo que sigue estudiaremos los siguientes cuatro casos de

resolucién de tridngulos oblicuangulos.

1. Dados un lado y dos 4ngulos - P
2. |Daudos dos lados y el é,hgtilo opuesto a uno de ellos.
3. Pa,dos dos lados y el angulo comprendldo '

4. Dados los tres lados

En lo|que sigue daremos, sin demostracién, la ley de los senos, que perinite
resolver los triangulos en los dos primeros casos.

6.11.1 Ley de los senos. En todo tridngulo los lados son proporcmnales
a los senos de los 4ngulos opuestos, es-decir: - ‘ do i m e b

a b c
senA  senB. senC -

De esta expresion se desprenden de inmediato las siguientes relaciones:

a b ..)ﬂaf ¢ b ¢
sen A sen B " i)

£) s‘ehA ~ senC senB  senC
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Resulta que

»

bsenC _ 480sen55°10' _ 480(0,8208)

sen B = — 628 =T 628

—0,6274

| . . . N
Lueg’lo, puesto que sen B = 0,6274, entonces, /B = 38°50’. Para determinar la
Iongiltud del lado a, sabemos que LA = 86°, en consecuencia:

‘ oo bsend 480 5en86° ‘480 (0,9976)" - 764
" “senB - sen38050' ~  0,6271 - ..

Por lo tanto, el tridngulo est4 completamente resuelto. Para resolver los tridngulos
en lo? cuales se dan dos lados y el dngulo comprendido, o los tres lados, se utiliza
la ley‘ de los cosenos.

6.11.2 Ley de los cosenos. En todo tridngulo ABC, el cuadrado de un
lado cualquiera es igual a la suma de los cuadrados de los otros dos lados, menos
el dok?le producto de estos lados por el coseno del dngulo comprendido, es decir:

(1) a® = b* + c —~ 2bccos A

(2 ¥ = & +a®>—2cacos B
(3) ¢ =a®+ 6% — 2abcosC

[Ejemplo 12

Resolver el el tridngulo ABC dados a :..132, b =224 y ¢ = 28°

132
A e

224

| o o ‘
SOLUCION. Para resolver este tridngulo utilizamos la expresién
2 =a?+ b —~2abcosC

Por lo|tanto: .
c® = (132)% + (224) — 2(132)(224)cos 28°40’
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6.12 Ejercicios propuestos

Resollve;ca.da uno de los tridngulos utilizando la ley de los senos. - o
1. la =20, B =30°,C =80°" o
2. 1B =45, ¢=3,47, A =30°

=175,3, c =132, C = 31°19a i

Resolver cada uno de los tridngulos utilizando la ley de los cosenos o la ley de los

1.a=2,0=3,c=4

2. a=5b=17 c=10

3. a=9,9171, b= 19,912, ¢ = 16,814
4. A=14° b=4,9173, c = 6,2057

5. Jl =13°, b= 5,3437, c = 7,9281.
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lEjemplo 15]

Compruebe las siguientes identidades:

a) sec T — secx sen’z = cos z  b) (sen z + cos z)? + (sen z — cos z)? = 2
c)lsen z seczctgz =1 d) t¢® x cos z+ ctg’cr sen*z =1 -

e) sen’z sec’s — sec’tz = —1 1) sen’z (1 + ctg’z)=1
SOLUCION. Utilizando las identidades basicas se tiene:

a)|sec x — secz sen’z = secz (1 — sen’z) = sec ¢ cos’z = cos T
b) |(sen z + cos z)% + (sen z — cos z)? = sen’z + 2sen z cos T + cosz
. i+senz — 2sen z cos z + cos’t = 2(sen’z + cosz) = 2

T ' . 1 cosS T __
c) |sen T secTctg T = sen T+ - - L2Z =]

’ : 2 - 2 ' 2, 2, _ sen’z . 2., L cosiz . 2,
d) tg Z CoSs .'Z:+Ctg T sen“r = cosis  COS™X ‘|- seniz | SEN .’lZ.-

= sen’z + cos®z =1

e) sen’z sec’z — sec’z = sec’z(sen’t — 1) = ~sec’z(l — sen’z) =
L 2 N 2 oo qup— 1 . 2. —_ —
TSeCT - cos*T = — cos’z = 1 |

f) lsen®z (1 + ctg®z) = sen’z - esc’z = sen?z - —2— =1

senlzx

ilse

6.14 Identidades de mayor complejidad

[Ejempio 16|

Resuelva: a) sec’z + csc?z = sec®z - scc*z  b) tgiz + tg?z = sectz ~ sec’z

>

SOLUCION. Aplicando las identidades basicas se tiene:

- : - '
. 2 2 .. 1 1 sen®z + cos’z - 1
a) sec’z + csctr = 5 = = — ‘
‘ cos’r = sen’z cos?z sen’r | cos’z sen’z
1 1 N 2

— T = sec’r csc’x
cos?r sen?zy

<
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Ejemplo 18| - P

Resuelva las ecuaciones trigonométricas. a) sen z — @ =0 b)cosz—1=0

S?LUCI(SN.' En cada caso debemos determinar un 4dngulo x que satisfaga la
igualdad propuesta; es decir, un angulo que al remplazarlo en la ecuacién haga

que esta sea igual a cero. Sabemnos que sen 45° == ﬁg, de tal modo que la ecuacién
se satisface para z = 45°. Resulta entonces que: =~~~ I
9

-]

2
a) senz — 5 =0 < 5

V2
2

por lo tanto, la solucién de la ecuacién es z = 45°

Por'otra parte: &) cosa:

o1 N 1.1
cos 30° = 3 resulta que ; — 3

= 0 <= 2 = 30° En efecto, puesto que

1
2 ! . . - P 0
= 0. En consecuencia la solucién es z = 30

-

IEjem;Slo 19]
Resuelva las ecuaciones: a) 2sen z =csz z b) tg = 3ctgz’ .‘

SOLUCION. Aunque no existe'un método definido para resolver ecuaciones
trigonométricas, mempre conv1ene reducir todas las funciones a una misma funcién.
Asi, por ejemplo, en la primera ecuacién reduciremos la funcién cscz a una funcién
en términos de senz. Resulta entonces que: B

a) senz = cscx <=> 2sent = , delo cua,l resulta que: 2sen’z =1

sen:z

Podemos escribir ahora:

sen’z = L > senz = :E\;/I =“:i:~~L = :t‘—[?— V
2 2 V2 2

Observe que hemos hallado dos valores para el mismo angulo Ha.sta ahora hemos
estudiado las funciones trigonométticas para angulos c¢omprendidos en el inter-
valo [0, 7). Cuando analicemos las funciones trigonométricas para angulos com-
prendidos en el intérvalo {27, 27] estudiaremos el significado de ‘la’ expresidn
8ent = —32@ Por ahora sabemos que la.funcién seno varfa entre 0 y 1, esto
€s,

0<senz <1
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.| Verifique las siguientes identidades

a) (1 —cos’z)-esc’z =1 b)(l—sen’z) sectz=1"

c)ctg*z- (1 —cos?z) =cos?z d) (1 —cos’z)- sectz =tg’z

e)tgz-V1—~senlz=senz f)(l+tg’z) cosz =1

B g) (1 ~ cos® a:)(l-i-tg a:)—tg x——O h) sen? -‘(1+c‘tg.2w)-(-lf.?'_-0 '

: 1) cosz - \/ctg? :r:+]~-—\/csc2x-l—0 j) sen®z -ctglz + sen?zr -1 =10
k) (1 + tg? x)(lwsen a:)——l—O 1) senzm-sec"’x—-se&x—lzo

. Verxfique las siguientes identidades

4. 2

a) sec? :1:+csc x—-sec’m cset - b)tg z+tgtz = sectr — sec’z
_senzx j;cosa: cos z _' |—~senzx secr—c3cT tgx—l
C) 14cosz + senz QCSC.’I} d)

l4senz = cosz secr4cscz  tgz+l

. Resuelva las sxgulentes ecuaciones

a) cos? :r::% b)tgz =—-1 ¢)senz-cosz =0 d) (tgx 1)(2senx+1)—0
€) 2sen’z ~ senz—1=0 f)2gz-senz -‘fg'j‘it'é_ 0.

IT) 2serpz:c+‘cscx—3 i) senz+1=cosz ])secx—l;tgx;
Ayk)2cosm+3senx-.2 1) 3senx+5cosx +5=0 m)l+senw—2cosx
n) (tgx—l)(4sen ‘c—3) =0 o) 3cos’z = sen’z p) 2senm—csc:c=1

" q) cqsx-\/—__senla;;‘l r) 2qosx :=1—sena: '

!
. H|a.11e los puntos donde las curvas cortan al eje X y al eje Y.

PPN
LRI

a) y = 2sen’z 4 3cosz b) y'=senz +cosz —1 c)y =205’z — senz
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I
1

U|na tabla de valores y un grafico aproximado de la funcién seno en dicho
dominio es el siguiente:

1
'
ot
1
]
1
¢
3

&
W

Q09 AR O ol 0

| ‘ -
Para la funcién coseno: cuando o ——— 0, entonces cos.a — 1

cuando @ — £ entonces cos a — {
| 2

De estlso se desprende que el dominio y &mbito de la funcwn coseno son los intervalos
[0,%]y [0 1]. respectlvamente Por lo tanto escrlblmos “

: b) cos: [0 ] — [0,1], tal que, y = cos a
Una tabla de valores y un gra.ﬁco aproximado de la funcién coseno en el dominio
indlcafdo es:

aly
0} 1
RO SV
6 2
| V2
1|2
T 1
3 z
"

710

Ol’l)serve que tg a = ¥2y puesto que cos 5 = 0, se deduce que la funcién
tangente no esta deﬁmda para a = 3 En consgguencm

c) tg: [0, E[-—-—» R +'U'{O}, y tal que, y =tg o

Para la funcién tangente se tiene:

-

|
|
1
!
|
%

no existe

w00 cl Q
S el O
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|

6.19 El circulo trigonométrico

Recordemos que las razones entre los lados de un tnanguio rectangulo no cam-
bian|si variamos las longitudes de sus lados. De tal modo que si usamos triangulos
rectdngulos cuya hipotenusa mida la unidad, los cdlculos se nos facilitaran enorme-

mente. Fig(38)
:1}

; l ;L, ) A‘P:DGO'NQ:- ’

OA=cos6. - . - ..

Observe que el punto P(z, y) esta ubicado en una circunferencia de radio igual
a la unidad. Si definimos las funciones trigonométricas en el triangulo rectangulo
OAP [resulta lo siguiente:

AP
a) sen 8 = oF Y puesto que OP=1, resulta: sen § = AP
OA
b) cos b = 613 y puesto que OP=1, resulta cos § = OA
. AP’ : 't
c) t99 = o1 VY puesto que OA’=1, resulta: tg g = A P

De| lo anterior se desprende que cuando el radio de la circunferencia es igual a la -
unidad los valores de las funciones seno, coseno y tangente son iguales a la longitud .
de los{segmentos AP, OA y A’P’ iespectwamente Estas mismas consideraciones: -
son va.hdas pa,ra las funciones secante, coseca.nt,e cotangente

6. 20 El s:gno de las funmones seno, coseno y
| tangente

L . , N '
Unla pregunta de interés que debemos contestar es la siguiente: jqué signo
adquieren los valores de las funciones _seno, coseno y tangente, a medida que el

angulo 0 crece desde cero grado hasta 360 .grados.

La figuras (39) muestran que el signo de las funciones dependen del cua-drante
donde esté ubicado el dngulo. Asi, por ejemplo, si el dngulo & esta en el primer
cuadrante, las tres funciones son positivas. En cambio, en el segundo cuadrante, la
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360 grados la linea trigonométrica del seno tiende a cero y la del coseno tiende a

N

|

.

/Hll/\ "

F!SCTo) ” Figcen fig(42) fi5e)  fig

Expresando formalmente estas ideas podemcs escribir. lo siguiente;

a)|si # — 0 entonces, senf — 0 ; cosf — 1 y.tgh—0

b)

st 0—-»12'- entonces, senf — 1; cos60 — 0 y tgf — —c0

c)|si § — r entonces, senl — 0; cosf§ — —1 y tgh — 0

d)

si 6 — 3 entonces, send — ~1; cosf— 0 y tg0 —» Fo0

~e) jsi 6 — 27 entonces, senf — 0; cos0— 1 .y tg — 0

En

6.22

una tabla la informacién quedarfa en la forma siguiente:

0] F 7 % T
seno 0 1. 0 -1 0
coseno |1 0 -1 0- 1
tangente | 0 fnodef. | 0 |nodef. | O

Férmulas de reduccién de funcxones a angulos
‘agudos positivos.

Hemos visto que un angulo puede pertenecer

a cualesquiera de los cuadrantes del circulo
trigonométrico. Consideremos, por ejemp-
lo, un dngulo de 120°, como el de la figura
(45), y analicemos las funciones seno, coseno

y tangente para dicho dngulo. De la figura -
se desprende que:

a) s

figtas) |

en 120° = sen 60° ( la funcidén sen @ es positiva en el isegundo ‘cuadrante)
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a)|sen 150° = sen (180 — 30) = sen 3.00 =1.

=
S—

|c0s 150° = cos (180 — 30) = —cos30° = —Z
c) tg 150° = tg (180 — 30) = —tg30° = —¥3

Laj| ventaja de reducir las funciones de dngulos del segundo, tercer y cuarto
cuadrante, a funciones de dngulos del primer cuadrante, se debe a la facilidad
con la cual podemos efectuar esta tltima tarea.. De hecho, las tablas de fun-
ciones trigonométricas mostraban solamente los valores de las ‘funiciones para
los a,nlgulos agudos. Actualmente, utilizando la calculadora manual, se cbtienen
dlrectamente los valores de las funciones trigonométricas para cualquxer angulo
Sin embargo por la naturaleza periédica de las funcwnes trlgonometmcas es con-

, vemente precisar este concepto.

Suponga,mos ahora que queremos calcular las funciones trlgonometnca.s seno
coseno|y tangente, para el angulo de 210°. La figura (46) muestra a dlChO angulo
ubicado en el tercer cuadrante.

]
?5(45)

El grifico muestra que el cdlculo de las funciones seno, coseno y ta.ngente de
210° se puede reducir al célculo de las funczones del dngulo de 30°. Es decir:

‘a) sen 210° = —sen30%  (la funcién sen § es negativa en el tercer cuadrante)

b) c0s210° = —c0s30° (la funcién cos @ es negativa en el tercer ci;a,dra,nte)

c) tg 210° = tg30° (la funcién tg 6 es positivaen el tercer cuadrante)
Observe qﬁe podemos escribir: a)nsen 210° = sen (180° + 30°) = —sen 30°

b) cos 210° = cos (180° + 30°) = —cos 30°
c) tg2l 0_(" =tg (180° +.30°) = tg 300

Estos resultados nos sugieren que para calcular el valor de una funcxon para
un angulo del tercer cuadrante, podemos reducirlo a la misma funcién, pero de un




i - , N

|
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b)| cos 330° = cos 3d° (la funcién cos 6 es positiva en el cuarto ;:uhadra.htte)
c)itg 330° = - tg 309 (la funcién tg 8 es negativa. en el cuarto cuédrante)

! ' ' o
Obser]ve que podemos escribir: a) sen 330° = sen (360° — 30°) = —sen.30°

‘ | b);clos 330° = cos (360° — 306) = c0s 30°
| - ¢) 193300 = tg (360° — 30°) = 24 30°

Estos resultados nos sugieren que para calcular e] valor de una funcién para un
a,ngulol del cuarto cuadrante, podemos reducirlo a la misma funcién, pero de un
angulo del primer cuadrante. Escrito en simbolos:

3) (sen(360° — @) = —send (16) |ctg (360° — ) = —ctg 8

(

!
1
'.
(T}) 05 (360°.— 6) = cos § (17)  |sec(360°~ 6) = secl - |
1|

(

L ‘ . » ' 2 ! L ’
. Como expresar las funciones de angulos mayores de 360° en términos
de un‘z—ingulo agudo ?

,|
[Ejemi)lo 23]
|

SOL}UCI(SN.

5) ltg (360° —6)=—1tg¥d (18) {esc(360° — 8) = —cscl

a) stn 280° = sen (360° — 80°) = —sen 80° = —0,984
b) s 280° = cos (360° — 80°) = cos 80° = 0, 173

c) tg280° = ¢g (360° — 80°) = —tg80° = —5,671

Ejemplo 24

Exprese sen 580°, cos 645° y t¢780°. como funciones de dngulos agudos.
SOLlJGIéN. Notemos que el 4ngulo de 580° estd en el tercer cuadrante.

a) En la ﬁgura (48), puesto que el signo de la funcién seno es negativo en el

|
|
|
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P\uesto que la funcién tangente es positiva en dicho cuadrante resulta: tg (— 880) =

tg ( ’5 180° + 20) = £¢20°

| Ejemplo 26
|

a)! csc(—321) = csc(—-360° + 390)' S
b) sec(—210%) = sec(—180° — 30°) = sec30°"
_ c)\ etg (—400°) = ctg (~360° — 40°) = “ctg 40°

Ror ultimo, las férmulas de reduccién para los angulos cotermmales donde
n es un entero positivo, negativo o cero, son las siguientes:

sen(6+n-360°) =senb | | ctg(6 +n-360°) = ctgd
cos (6 +n-360%) = cosf | | sec(6 + n-360°) = sech
tg (6+n-360°) =tg 0 csc(f +n - 360°) = csch

|

B

|

‘ . . .

| . ‘ o: ] . . '
6.%3 Ejercicios propuestos
1. IlJtlhza,ndo las férmulas de reduccién, halle €l valor de las siguientes funciones.
) cos 135° b) sen150° «¢) tg 2400 d) csc245° d) sen (—120°) ~
) ctg (— 1350) f) cos( ~240°%) g) sec(-300°) h) tg 3 i) sen ’33;5—

J? secZ k) csc(—%) 1) cos(—%) m) ctg(~)

2. Exprese como funciones de un angulo agudo las siguientes fun¢iones y calcule

su valor.

aJ) sen130° 'b) tg325° c) sen200° d) cos310° e) tg165° . f) sec250°

S

{
g) sen670° h) ctg930° 1) csc685° j) csc865° k) sen 100° 1) cos(—680°)

3. Clonsidere las -siguientes funciones y reduzcalos a funciones de angulos- del
primer cuadrante. A continuacién calcule sus valores con una calculadora
rrllanua.l Verifique sus resultados.

a) sen L 7" b) cos L% 15" c) tg% d) sec "g' €) ctg 2= ks f) sec 2‘;” g) ctg 7561

|
]
i
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6.24 Grafico de las funciones trigonométricas.

6.24.1 Los graficos de las funciones seno Yy coseno . -

El grafico de la funcién y = sen z, en el sistema cartesiano de coordenadas, se
obtiene construyendo una tabla de valores y dibujando la curva como se muestra
en la{figura (54). Los: valores de‘las tablas' han sido calculados en: la.s secciones

precedentes
; TTE TZ [ Z1 & |3 5%
X 0 e 4£ \.}2“;2 i'J‘.A ' 8 T
i 1] V2 | 3] 1] V3 Lo2 |1
AR il il R M at e il A B
y ademas:
C I B U < U T B M U 0
X [+] 4 3 2 3 4 3] 271"
L2 B 1B 2 1}y
yi —3 2 2 2 2 2" .

.

'|

Iy ;
o
‘ :

[ .-

\

|

|

E

f (s4)

Es suficiente construir la tabla de valores sélo entre [0 27r] ya que sabemos. que
la curva se replte indefinidamente hacia la izquierda y hacia la;derecha. Cuando
una fupcmn se repite indefinidamente en su dominio decimos que la funcién es
peridédica. Dicho formalmente, se dice que la funcién y = sen z es periédica,
si existe un dngulo a tal que

‘ . ... -sen(z+a)=senz para todo x

En este caso se dice que el dngulo « es un periodo de la funcién. Para la funcién
y = sen z, el:ndmero 27 es un periodo, pero también lo son, 47, 87, etc, ya que:

sen(z.+427) =senz, sen(z+4n)=senz, sen(z +87) = senz,elc,
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Lo mismoocurre con la func:on coseno. El perlodo minimo de la funcién y = cos kar

esdez—z,:’

La arlnplitud de una funcién periédica es el valor maximo que alcanza la ordenada.
Asi, por ejemplo, la amplitud de la funcién y = 4sen z es igual a 4. En general,

la amplitud y el periodo de la funcién y = a sen bz son a y 2, respectivamente.

b

RE i

Ejemplo 26 |

Hallar el periodo y la amplitud de la funcién y = 4cos (%)

SOLUCION. De acuerdo a lo dicho la amplitud de la funcion es 4. Y su periodo
se obtlene resolviendo la ecuacién 2 = 2m. Resulta entonces que:

3; 2r &= 3z =4r :1:—4;r

Ejemplo 27|

Hallar el periodo y la afmpl‘itu‘d de la f_unéién ¥y=2,5 sen (’—ﬂ)

SOLUCION La amplitud de la funcién es 2,5 y su peI'lOdO 1o calculamos re-
solvxendo la ecuacmn 21r = _i, En consecuenc;a, z= 47 — 1.

] Ejer'np-lo.:28 I ‘

B

Cal«,ular la longltud de onda (perlodo) y la amphtud de ca.da una de 1a,s fun-
c1ones propuestas y trazar un grifico aprox1mado de ellas -

a) y=4sen:v b) y=sen3x ¢) y—3sen- d) y—QCos:c

SOLUCION. a) La funcién y = 4sent t‘ieﬁe"a,'mplitlﬁd 4y periodo 21r b) La
funcién|y = sen 3z tiene amplitud 1 y perlodo . ¢) La funcién y = 3 sen tiene
.. amplitud 3 y perxodo 4z7. d) La func1on y= - 2, cos z tiene amphtud 2 y perlodo 2.

PO Y




6.26 El DERIVE .

Ejemplo 1

6.26.1 Ajuste de la-fu‘ri‘éiéh;y = senz.

199

Trace el grafico de la nube de punto-s.de la tabla siguiente y construya y trace

‘ l 2 * .
la funcién y = ksenz que ajusta dichos puntos.

1. En Command : ponga el cursor en Declare y presione la tecla Enter.

2. Aparece Declare :
Matrix y presione la tecla Enter

3. Apa.rece Declare Matrix :

X

. 026

0,34

0,52
'0,64
0,78
0,87
e 1)04
: ;-711-1,2‘2"
1,30

Rows

y

0,27

0,35
0,50
0,69
0,71
0,77

0,87
0,94
0,97

Colurnns

Function, Variable, Matrix; Vector. Ponga el cursor en

Al lado derecho dé Rdws

escriba 9 y al lado derecho de Columns escriba 2. Para pasar de uno a otro
laido se usa el tabulador. Observe que los datos forman una matriz de 9 filas

y 2 columnas. Presione la tecla Enter




EL DERIVE . S am

0,26 0,27
0,34 0,35
~1 0,52 0,50
1064 0,69
2: Fit[z, ksin(z)], | 0,78 0,71
‘ ... 10,87 0,77
{104 07
Yolige 09d |
o 130 097
Ponga el cursor en Simplify y luego presione la tecla Enter. En la parte

inferior aparece Commandy en'la parte superior de la pantalla aparece 3:
_ ﬁ:‘l‘senx Aand 1, 02004 seng que ‘es la ecuacmn pedlda

6.” Rara graficar la nube de: puntos' en:el Sistema Cartesiano de Coordenadas,

coloque en blanco la matriz de purtos; a continuacién ponga el cursor en
Plot presione la tecla Enter y efectiie la siguiente sucesion de operaciones.
a) Overlay Enter b) Option Enter c) State Enter d) Rectangular Enter e)
Plot Enter. En la parte superior' de la pantalla, aparece la nube de puntos.
Presione la tecla Enter. .

. Para gra,ﬁcar la funcién coloque en blanco la funcién hallada, presione la
. tecla Enter y repita la sucesién de operaciones desde (a) hasta (e). En la
‘parte superior de la pantalla aparece el graﬁco de la ecuacién halla.da.

. N|ota. Dependiendo de los datos se puede ajustar la funcién utilizando
y= kcos z o bien con y = kcos z + msin z.
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ANEXO A

e fraccionales algebralcas.

Un1a. fraccwn algebraica es el coc1ente de dos expresiones algebralca,s Fjemplos

de este tipo de expresiones son las sxgulentes fracciones:

322 ~—2

2 " z+,1

a)

AL

i'b)- STy

Con frecuencia es necesario expresan

£°E)

r4

una fracion: complicada, en otra més simple.

El proceso de simplificar fracciones |esta, sujeto a algunos principios bésicos; prin-

cipios que a veces son aplicados en

€rror simplificar separadamentet
escribir

Otro error que se comete con

escribir

Este

En lo

Intente expresar dichas fracciones en:

la 1gualda.d
'k

Cvedn
3

la igualdad: :

B
b

i
2+
z +

s ejercicios que siguen, algunc

mismo error se amf) lia a situaciones como las siguientes:

y+a
y+b

forma erronea. Asi, por egemplo, €es un

la letra k del numerador y denominador y

‘.';'\')‘-

ta a..
f.f;,f“ b,

mu'cha, frecuencia es simplificar la letra x y

r+a
T

pud
b

s fracciones pueden simplificarse y otras no.
a forma mas simple posible.
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A.3 j'Mult‘ipli‘ca_cién y divisidon;de fracciones -+

algebraicas.

- La|multiplicacién y divisién de fracciones algebraicas siguen las mismas reglas
que la|multiplicacién y divisién de fracciones con nimeros reales. Es decir:

a ¢ ac .a ¢ a d ad

V3 a7 S R S

Cuando a, b, ¢, d son polinomios, conviene, siempre que sea posible, descom-
ponerlos en factores. Esto hace que las operaciones se efectiien mas facilmente.

Ejermcms propuestos.,

R

1) x --4z;t . T+2 2) z°~9 —-9 . 242 3) x’-x-—G . T -4x+3 4) z?-3z-4 , z*-16
z3-4 3 2242z z-3 z24+6z+8 ° z?i5c+4 #3-1 ' 243

8

2 2 2 2 2 2 : 2
zo42z41 | zf--1 z4-25 |, .z2°=5 z —z—12  z°+2z-15 46z
5) +4z+4: (z+2)? 6) 72-36 ° 36x%-1 7) zi4z—12 ‘:r:+1’ 8) z?-3z-10,

z?—47-12 '9) ar48s . 3(r+2s) 10) a:y+3a: 224322 - 11)"3&23;@-'2 Lz
12452-6 3rs * 4y zd-1 6z—4

82242015  6s?-z-1 1\ 62l+7z-20 . 3z’ :{:13z+14 TN eyezz Ly ykz -
12) 322413244 22245243 13) 122243147~ 302-2c—21. 14) ry+zz Y~z v

Las operaciones de suma, resta, multplicacién y divisién de fracciones pueden
combinarse de varias maneras, especialmente aquellas en que los numeradores
y denominadores son, a su vez, fracciones. En estos casos conviene efectuar
las operaciones separadamente en los numeradores y denominadores” y despues'
reeahzaalr la divisién.

1

A.4 'Fracciones compuestas.

Ty 34 ta . S EF3
1} 22 T+ 9 'osb 3) 41 —. 6 4 3____ 5 9:_—1
= =) 3 22— 55 ) =g O PP
—g& ..‘..2_..‘,’-'_“.1. R
6 % 7) = 27" 233 8 ’_'*'!2__.3.‘5.‘;5. 9 L= _ Sz+2
) 2% :11.:+5 ) 2172"32? ) ‘Ez:'w'“':‘i‘]i ) (z+2 ) (5z+2 e )
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De esto se desprende que:

Ejercicios propuestos.
1. En los siguientes ejercicios efectie la operaciones indica,dbas‘

1) (42% —22-%)z3  2) (2zF — 3z~ 3)p a1 3) (27 +y3)2  4) (a3 + b3)?

5) =l 6) (o - gl +ab) 7 (e v=+yz>( wm )y

2. Cambie las siguientes expresiones en otras equivalentes en las cuales todos los
exponentes sean positivos y no aparezca mnguna fraccwn compuesta

z 3 —4x }— "’} ; a a § r - 'r§.9 :
, 1) ggi: iz:; 9) Wl=ty _;Sy 3) & - §;4 b3 | )5_5%_;&';:__?

2y2—y : 5a—2% +Sa b

3. Sxmphﬁcam las 81gu1entes expreswnes dadas. -

2z--3 4z+5

2) (24604 9)} b (92 462+ b o) sl ) pertaorennd

B.2 Racionalizacién de denominadores. o

Con frecuencia surgen expresiones algebra.lcas cuyos denominadores son nimeros
irracionales. El lector estard de acuerdo en que sumar, o restar, expresiones de
este tipo representa una dificultad mayor que si los denominadores fueran. ntimeros
racionales. Para mejorar esta situacidén se recurre a la racionalizacién de los de-
nominadores, esto es, transformar las mismas expresiones en otras equzvalentes
con denonnna.dor racional.

4. Racionalizar los denominadores de las expresiones siguientes.

'3 =2 5 1 3 T
Dr Nm VFEs VEs ¢ e 4) =i
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SOLUCION. A cada factor del denominador le corresponde una fraccién parcial

que tiene por numerador una constante y por denominador el factor. En efecto,

hacemos:
S5z + 2 A B

O eipE -y - s+2tmm_z.
El problema. consiste, ahora, en determinar las constantes A y B. De la expresion
(i) resulta:

5z +2 A B (3A+B)z-24+2B

(i) (z+2)(3z —2) TI+2 "3z-2 (z +-2)('35¢—2)
que son identidades validas para todo z, excepto para z = —2 y.z = %. Determinar

los valores de A y B en la expresién (11) es equivalente a deterrmnar los valores de
A y B en la expresion (iii) .

(127) Sz +2=(3A+ B)r-2A+2B

Igualando los coeficientes de los términos semejantes en ambos miembros de la

* identidad (iii).resulta el siguiente sistema de ecuaciones:

34 + 5B = 5
~24 + 2B = 2

cuyas soluciones son A =1y B =2, y por lo tanto, de acuerdo a la expresién (i)

It
resulta: ) 52 42 1 N 9 -
(x+2)(3.7: 2) :z:+2 3z — 2

caso 2. Factores de segundo grado no repetidos en el denominador.

En este caso, por cada factor cuadratlco az?-+ bz +c, irreducible, en el denomx-
nador se escnbe una fraccién parcial del tipo —fﬁ%ﬁ;

. . .« 2
Descomponer en fracciones parciales ]‘a_, eXpIesion o qyrararg

SOLUCION. De acuerdo a lo dicho, escribimos:
2 Az + B C

(#) (z—1)(z?+z+4) -x2+4z+4+x——1

De la ecuacion (i) resulta la.igualdad siguiente:

(zz) Az + B 4 C  (Az+B)(z-1)+C(a*+z - 4)
244z +4  x—1 (z - 1) (22 + 4z + 4)

j
|




