
f ■ ■

?I6

t

I-

l

/

Copiapo - Chile

i.

!

Manuel Barahona D.
Eliseo Martinez H.

FUNDAMENTOS 
DE 

MATEMATICA

I C 7 OE ATRCRMR I 
| * | 8IBL10TECR CENTRAL■■I1I 2 000100 380680^ y

Ediciones de la Universidad de Atacama

• LUitCfl L;.7i{AL 
inventario i&Ot8



PROLOGO

'»..

Los autores

<

El libro que el lector tiene en sus manos es el producto de una 
larga reflexion y su caracterlstica es que escapa a la version clasica 
de los cursos basicos de nivelacion. Tiene la intencion de dar a los 
estudiantes una vision introductoria no solo de algunos temas de la 
matematica elemental, sino ademas, de iniciarlos en la matematica 
aplicada relacionada con los modelos matematicos.

I

Los autores estan convencidos de la necesidad de familiarizar a 
los estudiantes desde el principio de sus estudios de matematica con 
el concepto de modelo, y al mismo tiempo usar las modernas he- 
rramientas de calculo como son la calculadora manual y un software 
de matematica avanzado como es el DERIVE.

Se hace mas enfasis en la calidad de la materia que en la canti- 
dad, con la pretension de que el estudiante y el profesor, tengan la 
oportunidad de profundizar y madurar las ideas que surgen, tanto 
de la matematica, como de los fenomenos que se estudian.

A pesar del caracter introductorio de los contenidos del texto, 
los problemas que se plantean y se examinan no son sencillos para 
el estudiante primerizo, sin embargo esperamos que estos asuman 
con responsabilidad este hermoso reto.
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Capftulo 1

Objetivos

El sistema de los numeros reales1.1

J

pitagorico curioso intento medir la longitud de la

Los numeros 
reales

1. Recordar las propiedades de los numeros reales.
2. Recordar el concepto de valor absoluto y funcidn valor absoluto.
3. Resolver inecuaciones lineales y cuadraticas.
4. Utilizar EL DERIVE para resolver inecuaciones y graficar funciones 

con valor absoluto.

Cuenta la leyenda que un

D.esde la mas temprana edad empezamos a trabajar con los numeros reales, sin 
imaginar siquiera que el hombre se demoro miles de anos en precisar su verdadera 
naturaleza.

Historicamente, primero se inventaron los numeros naturales y posteriormente 
las fracciones; este hecho ocurrio hace varios miles de anos. El conocimiento de 
estos numeros le permitiq a las ciyilizaciones egipcia y babildnica un notable pro- 
greso economico y social. Posteriormente, durante el apogeo de la cultura griega, 
hace alrededor de 2 500 anos, los griegos se vieron en la necesidad de inventar los 
numeros irracionales simples tales como ^/2, -\/3, etc.



1
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b) Q c) Q UI = 1R

La recta numerica1.2

aproximamos los numeros irracionales
con frecuencia escribimos tt « 3,14.

El cohjunto de Ids Numeros Reales, que denotaremos por la letra 5? , es- 
ta formado por la union del conjunto de los numeros rationales y los numeros 
irracionales, esto es:

a 6 Z , b € Z , 6/0} ••

No olvidemos que los numeros reales sirven fundamentalmente para medir y 
calcular y su invention a traves del tiempo tuvo siempre ese caracter. Al principio el 
hombre se contento con realizar mediciones muy groseras, pero a medida que se fue 
desarrollando el comercio, la navegacion, la industria, y otras actividades, se vio en

Q = {v, tai'que, 
0 ;

De la definition de numero racional se desprende de- inmediato que los numeros 
naturales y enteros son tambien racionales. Observe, por ejemplo, que los numeros 
2, —13, etc, se pueden escribir en la forma =^- etc, respectivamente.

El hecho de que tanto los numeros naturales como los numeros enteros scan 
subconjuntos del conjunto de los numeros rationales. Id escribimos en notation de 
conjuntos en la forma siguiente:

W C7Z. CQ ■ . .

Todos los numeros que no pertenecen al conjunto de los numeros racionales se 
llaman Numeros Irracionales y se designan con la letra mayuscula I por influencia 
de la palabra inglesa irrational.

A pesar de, que los numeros irracionales permiten efectuar mediciones mas 
precisas que todos los otros numeros, la mayoria de las veces, por motives practices, 
aproximamos los numeros irracionales con numeros racionales. Asf, por ejemplo,

cuyo denominador es cero no tiene ningun sentido, por lo tanto es un error escribir 
cualesquiera sea el numero entero a. Lo mismo no tiene sentido escribir g.

Por el hecho de que las fracciones se expresan mediante la razon entre dos 
numeros enteros se les Uamo Numeros Racionales. Estos numeros se designan 
con la letra Q a causa de la palabra inglesa quotien, que significa cociente. El 
conjunto de los Numeros Rationales se denota abreviadamente mediante:

ffi = (Q UI

De lo antes dicho se desprenden las siguientes relaciones entre conjuntos: 

a) JV CZ CQQR
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Ejemplo 1

la desigualdad-

3,

^Como debe variar el radio de 
12cm3?

xz < yz

xz > yz

SOLUCION Si el volumen de la esfera esta dado por V — 
que expresa este hecho es:

1
a) La propiedad transitiva: si

b) La propiedad aditiva: si x < y

c) La propiedad multiplicativa:

.. i). si z > 0 ; x < y •<=;

ii) si z < 0 ; x < y <=

una esfera para que su volumen sea mayor que

Estas propiedades tambien se cumplen si reemplazamos los simbolos y ”>” por 
los simbolos ”<” y ”>” que se leen, menor o igual y mayor o igual respectivamente.

x < y ; y < z, ?entpnces .a:

x + z < y + z

1.5 Desigualdades o inecuaciones
Es probable que casi toda la experiencia matematica.del lector, este ligada a las 

ecuaciones, es decir a las igualdades. Sin embargo, la realidad se comporta mas 
bien con aproximaciones; con desigualdades. Asi, por ejemplo, cuando med- 
imos distancias, superficies y volumen.es, con seguridad estas mediciones contienen 
errores. Tales mediciones que oscilan entre dos numeros, debemos expresarlas u- 
tilizando el lenguaje de las desigualdades. Cuando decimos que el volumen V de 
un cilindro es mayor o igual que 30cm3 y menor o igual que 32cm3, escribimos:

p'SOcm^ < V < 32cm3 ! -

3 s. Q r > 3

-Try3 >12 
o

Si aproximamos tt = 3 la desigualdad se escribe:

4r3 > 12

De esto se desprende que el radio de la esfera debe ser mayor que v'S.

De estas y otras consideraciones que analizaremos mas adelante, se infiere la 
necesidad de aprender a operar tambien con desigualdes.

volumen.es
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Efectuando las operaciones que estan indicadas se obtiene:

2a: > -1.

Ejemplo 5

la forma siguiente:

De esto se desprende que:

2x > -1

■Fig (2) €

1
2

_1
“2

2x 1
2 “ ~2’ '

Podemos resumir todo este proceso en

S = {x/x >

2x 4- 3 > 2 / + (—3) equivalente con

2x + 3 + (-3) > 2 + (-3) <=> 2x > -1 
V i -

esto es, x

—f------ 1........ ' . —„

' III) El sentido de la desigualdad se invierte si los dos miembros se multiplican 
o se dividen por el mismo numero negativd.' ■ - •

Este conjunto de puntos puede visualizarse facilmente en la recta numerica. 
En efecto, los valores de x que son soluciones de dicha inecuacion se hallan todos 
a la derecha de — 1, incluido el numero —Ver fig(2).

En la desigualdad 2x > — 1 del ejemplo anterior, podemos multiplicar ambos 
miembros por o lo que es lo mismo dividir ambos miembros por 2, para obtener 
la desigualdad equivalente:

de lo cual se deduce que: x > — Observe que para resolver la inecuacion debe- 
mos despejar la incognita x tai como lo hacemos con las ecuaciones. En lenguaje 
conjuntista escribimos que la solucion de la ecuacion es:

II) El sentido de la desigualdad no cambia si los dos miembros se multiplican 
o se dividen por el mismo numero positive.
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1.8 Ejercicios resueltos

intervales y de conjuntos.

3) (z- 3)(a; + l)<0

/•6*

Graficamente tenemos:

*

/ • 10x > 2 —

x

En notacion conjuntista

+ 
0

1)£ + 1<3^

4) Srr > 0

r+3 
2

“©■
-10

9

es equi valente con

x > 2 —2) x> 2-^ +

5) l+^<2

SOLUCldN 1. Tai como vimos eii los ejemplos anteriores, para, resolver esta 
inecua-cion debemos despejar la variable x utilizando las propiedades.de las igual- 
dades y de las desigualdades. En este caso conviene primero deshacerse de. las 
fracciones; para esto es suficiente multiplicar la inecuacion por 6. En efecto:

; x — 2 
' “3

1. Resuelva las siguentes inecuaciones y-exprese las soluciones en notacion de

Despejando la variable x, resulta que x < -10. Expresando la solucion en ' 
notacion de conjuntos se tiene: , .

S — {x/x < —10} y en lenguaje de intervalos: 5=] — oo,—10[

QQS= {x/x>^}

2) Esta inecuacion se resuelve en forma analoga a la anterior. Multiplicando la 
ecuacion por 10, se tiene:

3z 4- 6 < 2x ~ 4
c

5 ' 2

10a; > 20 — 2(x — 2) + 5(x + 3), es decir 
Ida: > 20 — 2x 4- 4 + 5x 4- 15, luego,

10s > 39 4- 3z, por Io tanto,

7x > 39, de donde resulta que,
39 
7

x —.2,^ x 4- 3

propiedades.de
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S2 = ]-

tabla (i)

en

(+) • (+) = +

/ 
i

- oo,—1[ y

en el interval© ] — 
el interval© ]3, +oo[.

negativq en los intervalos.]

oo,—1[ ; es

__ co

x — 3), en la ultima fila, se

Hemos resuelt© satisfactpriamente la inecuacion propuesta. Sin embargo, me- 
diante la tabla (1) llegaremos al mismo resultado en una. forma rapida y comoda.

oo, -1] n ] - oo, 3] =] - co, -1]

Finalmente la solucion S de la inecuacion propuesta inicialmente es igual a la union 
de Si con S?, esto es:

S ~ Si U S2 =] —00, —1] U [3,+oo[

De 1© anterior se desprende que el conjunto de todos los x que satisfacen iii) y 
iv) se hallan en la interseccion de ambos intervalos, es decir, en:

La tabla se ha construido de acuerdo a las siguientes premisas. Los binomios 
(x + 1) y (3: — 3) de la inecuacion propuesta se colocan en las dos primeras filas y 
en la tercera se coloca el product© (x l)(;r —.3). Puesto que estamos interesados 
en estudiar las soluciones de la inecuacion en el interval© ] - oo,+oc[, se colocan 
en la parte superior de las columnas, en ambos extremes, los. sfmbolos —00 y -j-oo. 
Los numeros — 1 y 3, que son las soluciones de las ecuaciones x + 1 = 0yi-3 = 0 
respectivamente, van puestos tai como se indica.

-1 __ 3
4-

Debemos, ahora, estudiar los signos de cada uno de los.binomios en los in
tervalos abiertos ] — 00,—1[, ] — 1,3[, , y ]3,4-oo[. Para saber esto es suficiente 
que el lector evalue los binomios para los numeros reales que pertenecen a dichos 
intervalos.

_______________-co

X -F 1 jr*

x — 3 - —
(7+ 1)(3: 3)~~

a) Observe que el binomio (x + 1) es negative 
positivo en el interval© ] — 1,3[ ; y es positivo

b) Por otra parte el binomio (x ~ 3) es 
] — 1,3[ y positivo en ]3, +oo[

Los signos correspondientes al product© (x -|- 1)( 
obtienen de acuerdo con la regia de los signos:

0 (-)■(-) = + ii) (+).(_) = 
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•bib (4) + ■
+

S=J-

1 + <2 -1 <0

el

Labia (5) +

i

I

0 %
+ . ± +

+

-co
2 - 3x

4x
2z3£ -
4g__ _

;
X - 3 

x + 1 
r4-l

oo,-l[ U ]3,+oo[

es decir

<0

la que hemos resuelto en 
| y 0, es la siguiente:

De la tabla anterior se desprende que la solucion es:

Por otra parte la solucion de la inecuacion no puede contener ni al —1 ni al 3. 
En efecto: para x = — 1 la fraccidn resultante no tiene sentido; para x = 3 se tiene 

®+i 3 no puede ser solucion de la inecuacion.

3 oo 
+

’ +

Los numeros -1 y 3 se calcularon resolviendo las ecuaciones x - 3 = 0 y 
x + 1 == 0. Del analisis de los signos de los binomios en cada uno de los .intervales, 
en una forma analoga al ejercicio anterior, resulta la tabla (4).

5) Cuando resolvemos una inecuacion debemos tratar siempre de expresarla 
mediante un producto o un cociente de. binomios mayor o igual que cero, o menor 
o igual que cero, para poder utilizar el metodo que hemos desarrollado. Este es el 
caso, por ejemplo, de la inecuacion propuesta. Resulta entonces que:

* + 2 ? ^+2
4a: “ 4x

x-^2-4x < 2 — 3a:
4a: ' “■ 4a;-

Observemos que esta ultima inecuacion es similar a 
ejercicio anterior y la tabla, cuyos puntos criticos son

k

Note que el cero no puede ser solucion de la inecuacion ya que, para este valor, 
la inecuacion se indefine. En cambio para | la inecuacion es igual a cero, por lo 
tanto es una solucion. De la tabla se desprende de inmediato que la solucion de 
la inecuacion es:

2
S=]~oo,0[U[-,+oo[

<5
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que el fabricante tiene que construir debe ,

0,1,63 < h < 1,79

3. Resuelva los siguientes sistemas de inecuaciones.

a) c)

i) 2x — 5 > x — 2 <$=>

b) En la misma forma se tiene:

<0

co

"tabla (6) +

0 
1

ii) x + 8 < 12 x < 4 por lo tanto S2 —] — 00,4[

En consecuencia la solucion del sistema es:

1 — 5x 
x

' -w
+

41

1 - 5x

X 
. l-5a?

Lo que significa que la altura del cono 
oscilar entre 1,63 m y 1,79 m, esto es,

S =]3,4-oo[ n ] -- 00,4[==]3,-4[

, |[n.]-oo,i[=]-°c

x > 3 por lo tanto Si =]3, +oo[

x <

*< | yluego 5i =]-oo,i[

0 Ys 
T+ I
~ 4-
’ +

Para resolver la inecuacion ~~ < 0 debemos utilizar la tabla acostumbrada, cuyos 
puntos crfticos son 0 y Resulta entonces:

i) - - 4 < 1 
x

.1 + 12 < 0 .

a) De acuerdo a lo dicho debemos resolver cada una de las ecuaciones y luego 
intersectar las soluciones. 1

■\ x 1
t)--------< 07 2 4

2x — 5 > x — 2 
r + 8< 12

En consecuencia la solucion es: 5 =] — 00 

c) Finalmente se tiene que:

zz) puesto que x < 1, resulta que 52 =] - 00,1[
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Algunas propiedades del valor absoluto son las siguientes:

|a + 6| < |d| 4- |6| Hi) |a • 6| < |a| • |6|

1.11 Desigualdades con valor absoluto

desigualdades en las cuales es .necesario

Ejemplo 9

Hallar la solution de la inecuacion |x| < 2

(1) —a < x < a

(2) —a < x < a

Ejemplo 10

a) |®| 10 4=>
el intervalo [—10,10]

|4|

A continuacion resolveremos algunas 
aplicar el concepto de valor absoluto.

—10 < x < 10, por lo tanto la solucion de la desigualdad es

caso la proposicion correspondiente, resulta:

|x| < a

0 1^1 =

SOLUCldw. Teniendo en cuenta el concepto de valor absoluto como una dis- 
tancia, se ve claramente que el: conjunto solucion de la inecuacion esta formado 
por todos los puntos cuya distancia al origen es menor o igual que 2. De' esto se 
desprende que la solucion de la inecuacion es el intervalo cerrado [—2,2]. Si nuestra 
desigualdad fuese J# | < a resultana que el conjunto solucion estaria formado por 
todos los puntos cuya distancia al origen es menor o igual que a. Esto nos sugiere 
las siguientes proposiciones:

b) |z — 2| < 1 — 1 < x — 2 < 1. Puesto que estamos interesados en
determinar los valores de la variable x que satisfacen la desigualdad propuesta,

Resuelva las desigualdades: a) |arj < 10 b) |a: — 2| < 1;

SoluckSn. Aplicando en cada
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i) 2x - 5 < -1 <=> 2x < 4

2x > 6

Finahnente en c) 12|a; — 8| > 36 4=> [a: —8| > 3 <=> x — 8<— 3 o x~8>3

1.12 Ejercicios propuestos

o)

x < 2, luego la solution es

b) y — x

51 =] — oo,2]

52 ~ [3,4-oof

De donde resulta que, x < 5 o

Debemos hallar ahora la solution para cada una de.las inecuaciones y unirlas. 
En efecto:

ii) 2x — 5 > 1 ■<=>’ 2x > 6 x > 3, luego la solution es 

En consecuencia la solution de la inecuad6n.es S —] — oo, 2] U [3,+oo[.

x > 11 por lo tanto S =] — 00,5] U [H,-+-oo[

1. Halle los valores.de x para los cuales son positivas las expresiones siguientes: 

a) 3x -5 fr) 12x - f . c) J + 2 . 4) 5(x - l)(z 4- 2) .

2. Determine los valores de x que hacen negativas las expresiones siguientes:

a) x — 4 b) — x — (x ~ 2) — 1 c) f+ 4 d) |

3. Resuelva las siguientes inecuaciones y exprese la solution graficamente.

a) (x 4-1)2 4- 7 > (x 4- 4)2 b) 4-12’.:< - 10®

c) 3,01x - 2,71 + 1 > £ -221 + + 1 < IX

4. Determine los valores de x para los cuales los radicates dados representan 
numeros reales.

3 — x 6) y/x — (2x 4- 3) c) — l)(ar — 2)

5. En las siguientes parabolas determine el conjunto de puntos tales; que: 

a) y = x2 — 2x — 3 esta sobre el eje de las x.

2 4-63? 4-8 esta bajo el eje de las x.

c) y == x2 4- x pertenece al eje x.

inecuad6n.es
valores.de
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x

. ¥

•X X J3C

el dial la funcion g(z) ■ = es mayor que

19. £En que interval© la funcion f(x) —

21. ^En que intervalo la funcion f(x) =

22. Trace el grafico de las funciones a) y = |x| b) y — jx + 2|

pv — 800

i,Cual es el tango de valores posibles de la presion, si 100 < v < 200 ?.

mas abajo representa aproximadamente. la funcion^Cual de los graficos de 
l/l-

3/

(l-f-g2) —2g2.
(1+*2)2

18. Determine el intervalo en 
cero.

es el de. la figura siguiente:

a/x—1

(2r-2)-(x-l)
(®-3)2

20. i El grafico de la funcion g(x) ~ "r^+1 esta sobre el eje x?. Justifique su 
respuesta

i2 o- es menor que ceroi

24. La relation entre la temperatura Farenheit F y la temperatura Celcius] C 
esta dada por

23. De acuerdo con la ley de Boyle, la presion p (en libras por pulgada cuadrada) 
y el volumen v (en pulgadas cubicas) de un cierto gas satisfacen la igualdad

17. El grafico de la funcion f

o
F = 32 + - C

5
i

Si el tango de temperaturas en un cierto dia va de 70'grados Farenheit a la 
mnima a la maxima de 90, /.Cual es el tango de variacion de la tempreratura 
en grades celcius ?.
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1.14 El DERIVE

Soliicion de inecuaciones.1.14.1

Ejemplo

y

Resolver la inecuacion —■ + i > 4 ' 5

Para resolver la inecuacion propuesta, coloque el cursor en Author y 
presione la tecla Enter. A continuacion efecttie la siguiente sucesion de 
operaciones.

3

Command: Author, Build, Calculus, Declare, Expand, Factor, Help, Jump, 
Solve, Manage, Options, Plot, Jump, Remove, Simplify, Transfer, move,-Window, 
Approx.

Con la barra espaciadora usted puede' mover el cursor sobre~cada una de las . 
funciones que aparecen a la derecha de Command. Para ejecutarlas, despues que 
el cursor este sobre la funcion elejida, es suficiente presionar la tecla Enter.

1. Frente a Author expression: escriba (x - l)/4'4- 2/5 > s/S y presione la 
tecla Enter.

2. En la parte superior de-la pantalla aparece 1 : ~
4 5 3

3. Coloque el cursor en Solve y presione la tecla Enter.

Al ejecutar EL DERIVE la pantalla aparece dividida en dos partes. La parte 
superior, en la cual se leen las especificaciones relativas al programa y la parte 
inferior en la cual se lee lo siguiente:
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1.14.3 Ejercicios suplementarios.

5.

4

Utilice El DERIVE para 
el grafico de las.funciones 
valor absolute.

graficar las funciones que se indican, a continuacion haga 
con valor absoluto. Explique, en ellos, ”que hace” el

1. f(x) = 2~5x

2. f = 10-x2

3. /(-x) = x/a:2 — 9

4. f(x) = :

y = A
6. y — x3 + 3x2 — 12x

7. y — 3x4 — 4a:2 — 12a:28

x3

Nota. Usted puede achicar o agrandar el grafico modificando la escala en 
los ejes coordenados. Para esto debe poner el cursor en Scale, presionar la 
tecla Enter y efectuar los cambios que desee en los ejes x e y.

9. Aparece el grafico de la funcion y = |x — 11. Presionando la tecla Enter se 
limpia la parte superior de la pantalla y en la parte inferior aparece nueva- 
mente Command:

8.. y = 8x4 — Xs

9. y = 6 4- 8x2 — x
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» a cada

El concepto de modelo. EL concept© de modelo dinamico surgio con 
los trabajos experimentales de Galileo Galilei durante El Renacimiento europeo. 
Este gran sabio italiano fue el primero en idealizar un fenomeno y llevarlo a una 
formula matematica. Galileo descubrio la ley de la caida libre de los cuerpos (s = 
| st2) despues de plantearse algunas hipotesis:y realizar cientos, quizas miles de 
mediciones, hasta lograr deducir la famosa ley. A partir de el los matematicos, que 
en esa epoca eran al mismo tiempo fildsofos, astrdnomos, astrdlogos y tedlogos, 
se dedicaron con pasion a estudiar los fendmenos de la naturaleza utilizando la 
matematica. La matematica de los siglos XVI, XVII y XVIII, giro, casi toda, en 
torno a la nocion de modelo. Sin tener siquiera una idea clara del concepto de 
funcion, que hoy nos parece tan importante, se inventd el Calculo Diferencial e 
Integral y los cientificos descubrieron una gran cantidad de leyes fisicas que rigen 
nuestro universe cercano. Se desarrollaron las teorias del calor, de la dinamica, del 
electromagnetismo, de los gases, de la gravitacion universal, etc. La matematica 
era la reina y al mismo sirvienta de otras disciplinas cientificas y la mayona de los 
matematicos realizaban sus trabajos inmersos en los grandes problemas cientificos 
y tecnologicos de su tiempo.

Rectangulares (llamado posteriormente Sistema Cartesiano de Coordenadas). y las 
funciones pudieron graficarse.

A pesar del extraodinario desarrollo de la fisica, matematica, astronomia y otras 
disciplinas entre los siglos XVI y XVIII, el concepto de funcion no fue definido 
claramente sino hasta el ano 1837. En esta fecha Gustavo Dirichlet (1805- 
1859), en una memoria aparecida en dicho ano dio la siguiente definicion:

”Una cantidad ”y” se llama funcion de uria cantidad variable 
si a cada valor de ”z” le corresponde un unico valor de ”y”

Anos mas tarde cuando se invento la teoria de conjuntos a las palabras, 
valor de”, se le agregarian las palabras ’’perteneciendo a un conjunto”.

Durante mas de dos siglos los matematicos y fisicos habian estudiado fendmenos 
relatives al calor, mecanica, dinamica, electricidad, magnetism©, etc, sin tener 
una definicion clara y precisa de dicho concepto. Sin embargo, este hecho no 
impidid a los cientificos alcanzar los mas notables progresos en sus respectivas 
disciplinas, utilizando un concepto intuitivo de funcion. Esto muestra que muchas 
veces, en un determinado contexto los conceptos intuitivos tienen tanto o mas 
fuerza que las definiciones formales. A partir de Dirichlet, a causa del desarrollo 
del algebra, el concepto de funcion alcanzd niveles de abstraccidn mas altos y de 
mayor generalizacidn, sin embargo, nuestro interes es presentar esta nocion ligada 
a los fendmenos de la naturaleza en una forma analoga a como se desarrollo en sus 
origenes; es decir, ligado estrechamente a las aplicaciones.
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2,1 cm$. 4>2 cms, 6,3 cms.

B
k2Xi

es cero.

4. El resorte esta sometido al peso

6 6

44

2 2

T 
A -f- 

3

.• (zb)
t' i
i 2

y 
o

2,1
4,2
6,3

x 
o' 
1 
2
3

matematica que ”modela” dicho fenomeno. Efectuado el experimento con un re
sorte cualquiera, las figuras siguientes muestran su estiramiento para diferentes 
pesos. Ver fig (1).

2 3

la presuncidn de que el comportamiento del fenomeno 
nos atrevemos a trazar una recta que pasa por ellos.

Se observa ademas, que el estiramiento del resorte es directamente propor
tional al peso que se le cuelga; en efecto;

Las figuras (2a) y (2b) muestran los graficos de los datos de la tabla de la 
izquierda. Se observa que los puntos de dichos graficos parecen pertenecer a una 
linea recta. Para asegurarnos de que dichos puntos peftenecen o no a una recta 
deberiamos tomar muchos mas datos para ver, por ejemplo, cuanto se estira el 
resorte con pesos tales como 2,35 kg, 3,78 kg, 1,345 kg, etc. Sin embargo, en este 
caso ideal, podemos suponer que nuevas mediciones no haran mas que confirmar 

» es lineal, razon por la cual

Se ve claramente que a medida que el peso ”x” aumenta, el resorte sufre un esti
ramiento ”y” cada vez mayor. A estas cantidades que varfan se les llama variables. 
A la variable peso la llamaremos variable independiente y a la variable esti
ramiento, que depende del peso, la llamaremos variable dependiente. De las 
figuras se infiere lo siguiente:

1. El resorte no esta sometido a peso y el estiramiento

2. El resorte esta sometido al peso x = Ikg y se estiro y — 2,1cm

3. El resorte esta sometido al peso x — 2kg y se estiro y — 4,2cm.

x = 3kg y se estiro y = 6,3cm
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2.4 La funcion lineal

Ejemplo 1

j

a) El dominio de la funcion y = 2,1a: es el interval© [0,4.1]
b) El rango de la funcion y - 2, lx es el intervalo [0,8.61]

vez mayores hallarfamos (probable- 
que soporta el resorte sin romperse ni deformarse

”t” es
segundos

deformarse?. Al seguir colgando pesos cada 
mente) que el peso maximo ”x” <
es de 4,1 kg. En consecuencia el estiramiento maximo del resorte es de

y — 2,1 • 4,1 — 8,61cm

Si nuestro experimento fuese real no hariamos mas que confirmar todas nuestras 
presunciones. Los datos muestran que la variable ”x” varfa eiitre 0 y 4,1 kilo- 
gramos. En cambio la variable ”y” varia entre 0 y 8,61 centimetros. Esta idea se 
expresa formalmente, desde el punto de vista matematico, en la'forma siguiente:

En simbolos escribimos que:

y : [0,4.1] —-+ [0,8.1], tai que y = 2, lx

Con frecuencia escribiremos f(x) ~ 2, lx en vez de y = 2, lx, por lo tanto, -en 
simbolos se tendra:

La funcion lineal /(x) = 2, lx que modela el estiramiento del resorte es un caso 
particular de la funcion lineal:

f : [0,4.1]—>[0,8.1], tai que /(x) = 2, lx

A veces utilizaremos la notacion Df y Rf para referirnos al dominio y rango de la 
funcion f respectivamente.

f : > IR , tai que /(x) = mx + 6

en que el DOMINIO es el conjunto de los Numeros Reales. El conjunto donde la 
funcion toma sus valores se llama CODOMINIO de la funcion. En el modelo del 
estiramiento del resorte el codominio es JR , por lo tanto el rango 6 ambito es un 
subconjunto del codominio.

El espacio recorrido por una particula despues de un cierto tiempo 
modelado por la funcion lineal s(t) = 3 + 5*, donde ”t” esta dado en
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pendiente =

71 M

2k

^Cs)
5i

fy(7)
% x

I

t—in

A esta medida la llamaremos, en lo sucesivo, PENDIENTE DE LA. RECTA. Pode
mos escribir que en el tramo de Pi a Pj del camino, la pendiente es:

distancia de M a P2
distancia de M a P]

Observe, en la figura (5), que si el angulp de inclinacion de la.recta P1P2 es a, 
entonces: '

A

MP2 ' ■■ 
m = tq a =------’ J y MPf

En consecuencia la pendiente de la recta PiP2 se puede obtener tambien calculando 
la tangente del angulo de inclinacion. '

La figura (5) nos muestra una recta con dos puntos sobre ella, cuyas coorde- 
nadas son P^Xi^yi) y P2(;r2)y2)- De acuerdo a lo dicho la pendiente de la recta, 
que en adelante llamaremos m, esta dada por la expresion:

X2 — Xi

.................... < X . - .

Cuando trazamos una. recta en el sistema cartesiano de coordenadas, dicha 
recta forma un angulo con el eje x. El menor angulo q&e forma la recta, medido 
desde el eje hasta la recta, se llama angulo de inclinacion^de la recta. Si la recta 
es paralela al eje x, entonces su inclinacion es cero. En las figuras (6) y (7), los 
angulos de inclinacion son de 60°, 0° respectivamente.

7 H
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Ejemplo 4

de 135°. ‘

■p£f4o)

SOLUCION. Puesto que la pendiente de la recta es igual a la tangente del angulo 
de inclinacion, resulta:

13, -SI

z3/Observe que la pendiente del segmento de recta PiP? es:

Calcule la pendiente de una recta cuyo angulo de inclinacion es

o lo que es lo mismo

es el

• ■ '-Xi. - x

m = tg 135° = -tg 45° = -1

recta y ”alfa”

3/2 - J/i 
mj =-----------— .

X2 — ^1

y la pendiente del segmento de recta PyP es:

y -yi 
m2 = .■ ■ ■ ■ ■ .

X — Xi

'J"" TC 
xl

En general si Pi(x\^y\) y ^2(^2,3/2) son dos puntos de una 
angulo de inclinacion de dicha recta, entonces:

J/2 “ yi ' Vj — y2/ tg a = m —---------- , o lo que es lo mismo m —----------
X2 — Xy . Xi — x2

Dados dos puntos la ecuacion de ’la-recta queda completamente determinada,- de 
tai modo que podemos preguntarnos lo siguiente: ^Cual es.la ecuaciori de la recta 
que pasa por dos puntos ?
En la figura (10) los puntos P^x^yi), P(x,y) y P2(x2,y2) estan sobre la recta L.

Usted puede verificar con una calculadora manual que tg 135° =-—1. De los 
calculos se desprende que si la recta. ”sube” o ’’asciende”, entonces la.pendiente 
es positiva. En cambio si la recta ”baja” o "desciende” entonces tiene pendiente 
negativa.

Finalmente hacemos notar que cuando el angulo de inclinacion es mayor de 90° 
y menor que 180° la pendiente es negativa. En capitulos posteriores discutireinos 
con mas detalle algunos aspectos trigonometricos relatives a la tangente de un 
angulo.
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7 i

•x

Ejemplo 6

6 = (—2) • 0 +. 6, ,es decir b — 6

la forma:

que se denomina con, frecuencia, ECUAC16N FORMA PUNTO PENDIENTE

Ejemplo 7

■m<o

Halle la ecuacion de la recta que pasa por el punto (0,6) y que tiene pendiemnte 
m = —2.

•y=?rnx
W>0

A veces la ecuacion (2) se escribe en

SOLUCldN. Reemplazando las coordenadas del punto y la pendiente en la 
ecuacion (3) resulta:

Halle la ecuacion de la recta que pasa por el punto A(.3,4) y que tiene pendiente 
m = —2.

SoluckSn. Puesto que la pendiente ”m” es dada, para hallar la ecuacion 
pedida es suficiente determinar el valor de ”b”. Por ptra parte como el punto (0,6) 
satisface la ecuacion de la recta y =; mx 4- 6, si reemplazamos los valores de las 
coordenadas x e y de dicho punto en la ecuacion podemos, obtener el valor de ”b”. 
En efecto:

?/-4 = -2(t-3) <=> y - 4 = —2a? 4-6 y = -2a: + 10

Las figuras (11) y. (12) muestran las posiciones de las rectas que pasan por el 
origen en los casos en que sus pendientes son negativas y positivas respectivamente.

(3) 3/-2/i = m(z--zi)
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^(14)
2

X5

y = 0 • x + b y ~ b 1

-2
i

Ejemplo 10

•x

Ejemplo 11 3

x

W^r)

.j

i

2

2
i '■ 

I 
j
I

i Como decidir cuando dos rectas 
son paralelas ?

5
» 
j

i 
i

Dos rectas son paralelas si y solo si 
tienen la misma pendiente. En la figura 
(16) las rectas L\ y L2 tienen la misma 
pendiente, -por lo tanto son paralelas.

Las rectas cuyas ecuaciones son y = x, 
y = x + 1 tienen la misma pendiente 
mi “ := 1, en consecuencia dichas
rectas son paralelas. La figura (17) 
muestra el grafico de ambas rectas.

Es claro que si b > 0, la recta esta situada sobre el eje x.
En cambio si b < 0, la recta esta situada bajo el eje x. -■

SOLUCldN. Puesto que la recta es paralela al ejex y pasa por el punto ?l(0, —3), 
su ecuacion es y = —3.

Usted puede comprobar facilmente que la recta de la 
figura (15) que pasa por los puntos (3,-2) y (5,-2) tam- 
bien tiene pendiente cero, cuestidn que esta de acuerdo 
con la idea intuitiva de pendiente esbozada en parrafos 
anteriores.

Si la pendiente de la recta paralela ;al, eje x es cero, $u 
ecuacion es:

iCual es la ecuacion de la recta que pasa por el punto ^4(0, —3) y que es paralela 
al eje de las x?
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un numero dividido.por

x = a

.x-a &

Ejemplo 14 •fyCzo)

Sistema de ecuaciones lineales.2.5.5

2
0

cero; fraccion que sabemos no tiene sentido.

SOLUCION. De acuerdo a lo dicho, la ecuacion de la recta que pasa-por 4(—3,0) 
y es perpendicular al eje X es x = — 3.

3-2 m —------
2-2

Halle la ecuacion de la recta que pasa por el punto A(—3,0) y es perpendicular 
al eje X. / " •

Observemos que el concepto de pendiente, para esta recta; no esta definida. 
En efecto, si calculamos la pendiente de la recta que paisa por los puntos A v B, 
se obtiene: ‘ ,

En lafigura (21) se han trazado las rectas y = —2^4-4 y y = x + 2. Observemos 
que estas rectas se cortan en el punto Po(®o} S/o)- Parece obvio que si Pq pertenece 
a ambas rectas, dicho punto debe satisfacer ambas ecuaciones simultaneamente.

Desde el punto de vista intuitive parece natural pensar en la imposibilidad de 
hablar de pendiente cuando nos referimos, por ejemplo, a una muralla perpen
dicular al suelo horizontal. Sin embargo podemos definir la ecuacion de la recta 
perpendicular al eje x, sin necesidad de hacer uso del concepto de pendiente. En 
general la recta que corta al eje x perpendicularmente y que pasa por el punto 
A(a,0) tiene por ecuacion la expresion:

Si a > 0 la recta esta a la derecha del eje Y. Si a < 0, la.recta esta a la izquierda 
del mismo eje. La figura (20) muestra el grafico de.la ecuacion x = —a y x = a
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De lo cual resulta que:

Es decir

Sumando ambas ecuaciones se elimina la incognita t y resulta la ecuacion en
la variable.v:

3v = 24 v = 8

• J

20
2

20
4

V -+-:2i 
, v — t

v + 2t
2v — 2t

V! =-2(6)+ 20 = -12+ 20 = 8

la sexta hora las particulas llevaban ambas una velocidad de

v + 2t 
v — t

En consecuencia en 
o km

= 20
= 2 /-2

3t = 18 es decir, i = 6
Esto significa que en la sexta hora de iniciado el movimiento las particulas tendran 
la misma velocidad. Para determinar ahora cual es esa velocidad reemplazamos 
t = 6 en cualesquiera de las ecuaciones dadas. Si lo hacemos en Vi, tenemos:

Desde el punto de vista grafico significa hallar el punto donde las dos rectas 
tienen un punto en comun, esto es, hallar el punto donde las dos rectas se cortan.

si vj = v2 entonces — 2t +. 20 = t + 2

Otra forma de resolver el sistema es mediante el llamado Metodo de reducion 
o de Suma y resta. Dicho metodo consiste en multiplicar cada ecuacion pqr un 
numero escogido adecuadamente, de tai modo que al sumar o restar las ecuaciones 
se pueda eliminar una de las incognitas. En nuestro ejemplo, si multiplicamos la 
segunda ecuacion por 2 y la sumamos con la primera, podemos hallar facilmente 
el valor de v. En efecto:

Resolver el problema anterior es equivalente a resolver el sistema formado por 
dos ecuaciones lineales con dos incognitas, esto es, resolver el sistema:

el movimiento de ambas particulas. Puesto que se busca el instante en que las 
velocidades son iguales, le imponemos esta condicion a las velocidades. En efecto:



La funcion lineal como modelo 45

(2/2 ~ ^i)2 + (zj -* ^i)2> de donde resulta

Ejemplo 17

Halle la distancia entre los puntos y4(l,3) yB(5,6).

SOLUCldN. Aplicando la formula de la distancia entre dos puntos se obtiene:

<==> • /32 4- 42 = ^25 = 5

2.7 Distancia de un punto a una recta

d =

d=y/(6 - 3)2 + (5 -1)2

|.<4;rQ -f- 6yo-4" Cl

Conviene aclarar que la distancia ”d” del punto a la recta es la longitud del 
segmento de recta mas corto que va desde el punto a la recta. Obviamente dichp 
segment© es perpendicular a la recta dada.

Sea P un punto fuera de la recta By 4- C = 0, tai como muestra la figura 
(24). La distancia ”d” de dicha recta al punto P, esta dada por:

d = x/(^2 - ^i)2 4- (a?2 ~ zi)2

que llamaremos formula de la distancia entre dos puntos.

Una ecuacidn de primer grado en las variables x e y de la forma Ax+By+C = 0, 
donde A, B y C son constantes arbitrarias se llama Ecuacidn General de la 
Recta.

Puesto que en el triangulo rectangulo ABC conocemos la longitud de los catetos 
BC y AC, utilizando el teorema de pitagoras podemos hallar la longitud+de Ja 
hipotenusa AB. En efecto, resulta que:

En consecuwncia la 
distancia entre los 
dos puntos es de 5 
unidades.
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Ejemplo 19

4 8 9 11 14x

los datos de este problema.

donde:

El calculo de las sumas puede ordenarse como se indica en la tabla siguiente:

La siguiente 
fenomeno:

6
4. 5 7 8 | 9

1
y 1

3
2 4

Qi 

aiE*2

Ajuste una recta de minimos cuadrados a

= aQN • + 
Sxr = a^x +

es la suma de los cuadrados de las abcisas

1. N es el numero de puntos de observacion
2. F es la suma de las ordenadas de los puntos
3. 52 X es la suma de las abcisas de los puntos
4. 52 es suma del producto de cada una de las abcisas con su respectiva 

ordenada.
5. £X2

una recta L cuya ecuacion es:

es una tabla de valores producto de la observacion de un cierto

SOLUCldN. La ecuacion de la recta buscada es y — oq + ai^ y las ecuaciones 
normales que nos ayudaran a determinar los parametros a0 y aj son:

y = ax + b

el criterio se reduce a determinar los ’’parametros” a y b de man era, que la suma 
de los cuadrados de las desviaciones sea lo menor posible, fig (26). Para resolver 
matematicamente este problema debemos minimizar una funcion de varias varia
bles y obtener las Hamadas ecuaciones normales que son las que nos permitiran 
hallar dichos parametros. La obtencion por via matematica de las ecuaciones 
normales esta muy lejos de nuestros intereses presentes y por lo tanto nos con- 
tentaremos solamente con aplicarlas.
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Ejemplo 20

1
3

*

Ordenamos el calculo de las sumas en la tabla siguiente:

ao = 2,93 y ai = 0,11 aproximadamente. Por

y = 2,93 + 0,11^

+ 21(ii
+ 91ar

La funcion lineal como niodelo

X 
1 
2 
3 
4 
5 
6

x: nies
y: muertos 3

2
2

3 
4

6
3

Y
3
2
4
5
3
3

4 5
5

X2
1
4
9

16
.25 ■
36

Las soluciones aproximadas son: i  
lo tanto la recta de ajuste tiene por ecuacidn:

a) Construya el diagrama de,dispersion de los datos (graficoide los puntos)
b) Ajuste y trace una recta de minimos cuadrados a dichos datos.
c) Estime el numero de muertos que habrian en el mes de diciembre.

La tabla siguiente muestra la distribucion de accidentes mineros, con resultado 
de muerte, en los seis primeros meses del ano 1992, en la Region de-Atacama.

XY
3
4 ■

12
20
15
18

£X=21 SY = 20 £X?=’91 £XY = 72

£Y;.- = aQN + ai£X 
YsXY = aQ^X +

... —

Puesto que N=6 resulta que las ecuaciones normales son:

f 6a0 + 21a! = 20
1 21a0 + 91ar = 72

SoluckSn. Recordeibos que la ecuacidn de la recta buscada es y = cto + ai'J y 
las ecuaciones normales en funcion de los parametros oq y spn:
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2.9 La funcion valor absolute

f[x) = |i:| =

el conjunto de los numeros reales. Escribimos tarn-

f : 1R ]R

-X

r + uo.

Ejemplo 22

Trace el grafico de la funcion f(x) = — 2| — 10

tiene que:

12-21 =

Por lo tanto

|2;-2|-10 = 1

x
—x

si x > 0
si x < 0

son. las siguientes:

cuyos dominio y codominio es 
bien:

a la funcion /(a;) = |z| definida por:

SOLUCION. Aplicando la definicion de valor absoluto se

—x —'8 si- x 6] - oo,

Llamaremos funcion valor absoluto de "x

x — 2 si 2 — 2 > 0 
—x 4* 2 . si a: — 2<0

Observe que, de acuerdo a la definicion, el ainbito de la funcion es

tai que f(x) — |a:|

De la definicion resulta que el grafico de la funcion y = |o?| esta representado 
por las semirrectas: y = — x en el intervalo ] — oo, 0] y y = x en el interval© ]0,4~oo[. 
El grafico de esta funcion es el de la figura (29)

x ~ 2 — 10 siz>2 
—x-b.2 — 10 si x <

En consecuencia las rectas que debemos trazar

a) y = x — 12 si x € [2, 4-oo[

b) y = —x — 8 si x 6] - oo, 2[ '
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son los
vertices de un cuadrado.

12. Demostrar 
vertices de

b) (-5,2) y (-7,6).
d) (9,-1) y (4,-8)
e) (-5,2) y (-19,8)

” si:

unen los puntos A(—5,3), B(6,0),

en la misma recta.

son los vertices de un

son Ids vertices de un

a) La distancia entre los puntos A(-l,3) y B(ll,k) es 13
b) La distancia entre C(k, 0) y 27(0, 2k) es 10
c) Los puntos £?(6, -1) y F(3, k) y G(-3, 7) estan todos

11. Demostrar que los puntos 4(2,3), B(4,9) y C'(-2,7)

son los

triangulo isosceles.

que los puntos .4(3,2), B(7,3), C(-l,-3) y -0(3,-2) 
un paralelogramo.

13. Demostrar que los puntos 4(-5,6), B(0,8), (7(-3,1) y .0(2,3)

i) sol. 7z + 6y-l = 0 ii) sol. x + 1 = Q; iii) sol. a;-6?/ + 9 = 0y >(—1,1).

4. Hallar las ecuaciones de las alturas y el punto de interseccion del triangulo 
del problema 3.

a) 4(2, -3) y 0(4,2) sol. 5x.~ 2?/ - 16 = 0
b) C'(—4,1) y 0(3, -5) sol. 6x + 7y + 17 = 0
c) O(—5,2) y 0(3,2) sol. y — 2 = 0

3. En el triangulo de vertices 4(-5,6), O(-l, -4)'y 0(3,2), hallar las ecua
ciones y el punto de interseccion de sus medianas.

5. Demostrar que los segmentos de recta que 
(7(5,5) forman un triangulo rectangulo.

6. Hallar el area del triangulo ABC del ejercicio anterior.

7. Hallar la distancia entre los pares de puntos que se indican: a) 4(3,8) y 
O(-2,7) b) (7(—1,-1) y 0(0,0) c) Ofv^VB) y 0(4,4).*

8. Demostrar que los puntos 4(2,3), 0(3,5), (7(-2,7) 
triangulo rectangulo.

9. Determine si las rectas que pasan por los pares de puntos que se indican son 
paralelas o perpendiculares entre si:

a) (6,-l)y(4,3)
c) (-3,9) y (4,4)
e) (-l,-4)y (2,3)

10. Determine el valor de ”k
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40.0 80,0

a) Halle la recta de minimos cuadrados para P como una funcion de T.

b) Determine la presion para 55 grades Celsius.

28. En un experimento se.midi6 la resistencia de cierto resistor como una funcion 
de la temperatura. Los datos encontrados fueron los siguientes.

R; ohms
T: grados Celsius

P; kilopascal ' 
T: grados Celsius 0.0

25.0
0.0

26.8 28.9
20.0

143
20

153
40

162
60

172
80

183
100

34.7 
100

31.2 32.8
60.0

21. Resuqlva el siguiente aceftijo: hallar una fraccion’sabiendo que si el numer- 
ador se aumentaen 2 y el denominador eirl/se obtiene Y si el riumerador 
se aumenta en 1 y se disminuye en 2, se obtiene

22. Halle un punto /,(xo)3/o) sobre la recta 3a: 4- y + 4 = 0, que equidiste de los 
puntos (-5,6) y (3,2),.

23. Demuestre que el triangiilo de vertices A(0, -1), 0) y (7(0,1) es equi-
latero.

a) Halle la recta de minimos cuadrados para estos datos expresando R como 
una funcion de T.

b) Dibuje la recta y la nube de puntos en la misma grafica.

c) 6 Cual.es, aproximadamente, la resistencia del resistor, si la temperatura 
sube hasta 118 grados ?

24. Demuestre que el punto P(3, |) esta sobre la mediatrix del segmento deter- 
minado por A(6,2) y B(0,1).

25. Halle la longitud de las alturas del triangulo equilatero del problema 23.

■26, Halle.la longitud de las medianas del problema S.

27. Si se enfria un gas bajo condiciones de volumen constante, se observa que la 
presion decrece en forma casi proportional con la temperatura. Si asi ocurre 
la temperatura teorica correspondiente a la ausencia de presion se denomina 
CERO ABSOLUTO. En un experimento elemental se obtuvieron los siguientes 
datos de la presion y la temperatura para un gas a volumen constante.

Cual.es


Be

b)y = 111 + 1^1 c) y = 3|a; — 6|'+ 3z

o

al azar, al terminar el

33. Construya el grafico de las siguientes fuhciones: 

y ~x 4- |x + 1|

2.11 Ejercicios Propuestos
Utilice El DERIVE para resolver los siguientes ejercicios.

t 
~6“ 
20 
40 
60 
80 
100

Prueba de diagnostico

33
22
17
70
45
12
56
76
12

s
fooooo
90 000
86 000
69 000
22 000
00 000'

Estudiante
A
B
C
D
E
F
G
H
I
J

La funcion lineal como modelo

Nota final del curso- __

40
33
35

> ' 70-
68
43

'75; ' 1
78
45

f/a Eshs
1 1EUM Ov

fii'

1. El Departamento de Matematicas de la Universidad de Atacama tpmo una 
prueba de diagnostico de matematica antes de iniciar el curso de Funda- 
mentos de Matematica. Para analizar la confiabilidad de esta prueba, un 
estadistico tabulo dichas notas y las notas finales de 10 estudiantes, elegidos 
al azar, al ternunar el curso. La tabla con los datos obtenidos es la siguiente:

a) Utilice EL DERIVE para trazar una curva para los datos .de la tabla. 
Determine el dominio y rango de la funcion para este fenomeno.

b) Estime, aproximadamente en el grafico, el nuniero de sobrevivientes a la 
edad de 35 anos.
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+oo?

Si calculamos el limite por.

a) lim (x + 9) 6) lim (7x + 12) c) lim (-3x + 3) d) lim 12s 
x—*0— z^*l— x—*4™

/.Cual es el limite de las funciones cuando x

^Cual es el limite de las funciones cuando x —► —oo?

3z
~ "5" ^) 1*™+ (a* “■ 2) i) lim3 '3x j) lim^ 3a:

e) lim x 
r-»0

De acuerdo a estas consideraciones, utilice EL DERIVE para graficar las 
funciones respectivas y calcular los limites que se indican. ■ •

Si calculamos el limite por izquierda, escribiremos: 

lim (3® ■+ 2) = 8 

la derecha, escribimos: • 

lim (3a: + 2) = 8 
x-*2+

i,Que queremos decir con la palabra limite?. Supongamos que tenemos una 
funcion lineal cualquiera, por ejemplo, la funcion y = 3x + 2 y queremos 
saber que ocurre con los valores de la variable dependiente ”y” cuando los 
valores de la variable independiente ”x” se acercan 2. El lector se habra dado 
cuenta que podemos acercarnos a 2 por su derecha, o por su izquierda. Si 
nos acercaramos a 2 por la izquierda, pordriamos tomar valores de x tales 
como: 1,9 ; 1,91; 1,95; 1,99, 1,999, etc. Si nos acercaramos a 2 por la derecha, 
podn'amos tomar valores tales como:, 2,2; 2^1; 2,09, 2,03, 2,001, 2,0001, etc: 
En ambos casos se puede verificar facilmente que la variable ”y” se acerca a 
8. En tai caso decimos que el limite de la funcion, cuando x tiende a 2, es 
igual a 8. Notamos esto formalmente escribiendo que:

' lim (3x + 2) = 8 ’

2.12 El concept© de limite de una funcion es -fun-, 
damental para comprender los concertos del Calculo 
Diferencial e Integral. En lo que sigue utilizaremos EL 
DERIVE para estudiar dicho concepto.
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En la parte superior'de la pantalla aparece lo siguiente:

' 1 :

En la parte inferior aparece Command. Presione la tecla Enter.

5. Aparece Author expression: Escriba lo siguiente:

En la parte superior de, la pantalla aparece lo.siguiente:

2 : Fit x,ax 4- 6],

1 Enter 1 Enter

2 Enter 3 Enter
4 Enter 5 Enter

6 Enter 6 Enter

1
2
4
6

1
3
5
6

1. En. Command : ponga el cursor en Declare y presione la tecla Enter.

2. Aparece Declare : Function, Variable, Matrix, Vector. Ponga el cursor en 
Matrix y presione la tecla Enter

3. Aparece Declare Matrix.: Rows columns. Al lado derecho de Rows 
escriba 4 y al lado derecho de Columns escriba 2. Para pasar de'.uno a otro 
lado se usa el tabulador. Observe que los datos forrnan una matriz de 4 filas 
y dos columnas. Presione la tecla Enter

4. Aparece Matrix element: Escriba sucesivamente:

fit ([a, ax 4- 6], tecla F3)

Presione la tecla Enter.

1 1
2 3
4 5
6 6
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por la derecha, los valores de y se acercan a 0,5.

0,5

J

7. Se realiza la siguiente sucesion de operaciones, poniendo el cursor donde se 
indica: a) Option Enter b) State Enter c) Rectangular Enter d) Plot Enter. 
En la pantalla aparece el grafico de la funcion.

0,45833
0,35937

0,48611
0,43751

0,51388 
0,5 I 0,51562

0;54166
0,57812

x
. y_

En consecuencia

Observe que podemos tomar valores de x que se acerquen a 0,5 por su derecha 
o por su izquierda. Para realizar esto se pone el cursor, spbre el.eje a?, y se mueve 
desde valores menores que 0,5 (y mayores que 0,5).y se, ve que, tanto si nos 
acercamos por la izquierda, como por la derecha, los valores de y se acercan a 0,5.

lim =0,5 
z-+O,5

4. Se pone el cursor en Plot y se presiona la tecla Enter. ■

5. Aparece Plot: Beside, Under, Overlay. Se coloca el cursor en Overlay y se 
presiona la tecla Enter.

6. En la parte superior aparece el sistema cartesiano de coordenadas y en parte 
inferior se esta en Command:
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nix

■pgfa)

Ejemplo 1

*6■figCs)

*

En general, elgrafico de dos parabolas cualesquiera 
(3) y (4).

se representan en las figuras

El punto donde la parabola alcanza su valor maximo o mmimo se llama vertice. 
En lo que sigue estudiaremos algunos fenomenos de la naturaleza que pueden ser 
modelados mediante esta funcion.

s(i) = 5i2.;

En esta funcion la variable independiente es ”t” y la variable dependiente es ”s”, 
y ambas estan sometidas a restricciones. Observemos que para esta funcion no 
tienen sentido ni el tiempo ni la distancia negativa, por lo tanto su dominio y su 
rango son iguales al intervalo [0,4-oof. En consecuencia podemos escribir:

”t” y la variable dependiente

s : [0, 4-oof—* [0, 4-oof tai que s(t) = 5i2
El grafico muestra que el dominio y rango se prolongan indefinidamente hacia la 
derecha y hacia arriba en cada eje respectivamente. Fig(5).

La ley de la caida libre de los cuerpos nos permite calciilar el espacio ”s” 
recorrido por un cuerpo en caida libre, despues de un cierto tiempo ”t”; ley que 
se expresa en la forma:

1 2
s = ^t.

donde g es la constante de aceleracidn aproximadamente igual a--9,8^3. Si 
suponemos que g = la ley se expresaria mediante.la funcion:
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200

f®(9)
to a

A : [0,20]

Ejemplo 3

en minutos y ”d” en metros)

J

' 8 
192

x: metros 
A: area

0 
0

5
150

10
200

12
192

15
150

20 
0

d(t) =40t-4t2, ; (”t”

a) i En que momentos el objeto esta en el suelo ?

La figura (9) muestra el grafico aproximado de la funcion Afar): - 40a: - x2 que 
muestra el comportamiento del area del rectangulo en funcion de sus lados. Para 
construir el graficp consideramos.puntos arbitrarios .del.dpminio de dicha funcion.

Notemos que entre todos los valores del doininio de la funcion, es decir, en el 
intervalo [0,20], el valor maximo de ’’A71 se halla en x = 10. Esto significa que 
cuando el lado menor del rectangulo mide 10 metros, la maxima area posible que 
se puede formar con los 40 metros de alambre es. de 200m2. Puesto que el lado 
menor del rectangulo mide 10 metros, el lado mayor mide 40 - 2x - 20 metros.

Un objeto que es lanzado al aire se encuentra a la distancia ”d” por encima del 
suelo horizontal segun la funcion:

[0,200] tai que A(x) = 40x — 2x2

Hemos obtenido asf la funcion cuadratica A(a;.) = 40® - 2x2 que nos describe la 
vanacion del area ”A” del rectangulo en. funcion de sus lados., Ahora, a partir de 
esta funcion, intentaremos hallar los lados del rectangulo cuya area sea maxima.

Note que en este fenomeno lets variables estan sometidas a restficciones. En 
efecto, la variable ’x” varia en el intervalo cerrado [0,20], en cambio la variable 

A varia en el intervalo, cerrado [0,200]. Una descripcion formal de la funcion 
modeladora es la siguiente:
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iv) Es decir:

(1) ►

0, entonces el vertice de la parabola es un maximo

es el vertice de la parabola.

Haremos incapie en el hecho siguiente:

Si denotamos

A = b2 — 4ac

valor mi'nimo 6 maximo

4ac — b2 
4a2

b
x —------

2a

resulta que la funcion alcanza su en el vertice:

En ambos casos el punto:.

Si a

Observe que si le damos un 
correspondiente valor de ”y”. 
alcance, por ejemplo, su valor minimo ?

valor cualquiera a,la variable 
Pero, 4 Cual es el valor de

”x” obtendremos un 
”x” que hace que ”y”

Puestd que la cantidad (x -f- es mayor o igual que cero, la expresion del interior 
del parentesis de Have tomara su menor valor cuahdo:

V(_A
1 2a’ 4aJ

— 7-. Este 
4G

62—4ac a .4a

Si a > 0, entonces el vertice de la parabola es un minimo

Por otra parte, si a < 0, la funcion toma, su mayor valor en x = 
mayor valor es llamado maximo de la funcion y tambien es igual 
Esto es:

Si a > 0 la funcion tambien tomara su menor valor en x — — Este menor 
valor de la funcion es y se iiama ei minimo de la funcion. Es
decir:

62 — 4ac
4a

con la letra griega A la expresion b2 — 4ac, es decir:
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ax2 4- bx 4- c = 0

La .cultura griega declino alrededor del ano 400 despues de Cristo y todos sus 
conocimientos pasaron a manos de los arabes alrededor del ano 700 'de nuestra 
era. Los chinos y los indios, alrededor del ano 600 despues de Cristo, tambien se

La ecuacion cuadratica. Alrededor de 3000 afios antes de Cristo los babilo- 
nios y egipcios ya conocian la ecuacion cuadratica. El algebra babildnica habfa 
alcanzado un estadio bastante desarrollado y algurios ’problemas propuestos por 
ellos conducian a ecuaciones de este tipo. En una itablilla de arcilia5 cocida de 
6000 anos de antiguedad aparece planteado el siguiente problema: " cdlcular la 
longitud del lado de un terreno cuya area menos el lado es igual d 870”. Este 
enunciado, expresado en el lenguaje simbdlico moderno conduce a la ecuacion:

Conviene precisar, sin embargo, que estos pueblos no pensaron en la ecuacion 
general de segundo grado ax2 4- bx 4- c ~ 0. El interes por algunas de estas ecua
ciones se debia a que en el planteamiento de determinados problemas practicos 
se encontraban con expresiones de esta naturaleza.

Entre las preocupaciones de los griegos, despues que heredaron-el conocimiento 
de los pueblos del Antiguo Oriente alrededor de 1000 ahos. antes de Cristo, estuvo 
tambien la ecuacion cuadratica. Asi, por ejemplo, Euclides (303-275 a.C), en 
el segundo libro de LOS ELEMENTOS, plantea el problema de: ”cortar una 
recta dada} de manera que el rectdngulo comprendido entre la recta entera y uno 
de los segmentos sea igual al cuadrado del otro segmento”. Este es el famoso 
problema de la division de una recta en razones extrema y media o seccion aurea 
que conduce a la ecuacion de segundo grado:

Los griegos le dieron gran importancia al estudio de las ecuaciones cuadraticas 
desde el punto de vista geometrico, en particular estudiaron formalmente las 
conicas; curvas entre las cuales se halla la parabola. Entre los matematicos y 
filosofos que se preocuparon de ellas estuvo Arqufmedes (287-212 a.C), Dosi- 
teo, Conon de Samos, Nicomedes, Apolonio de Perga (190 a.C).

Desgraciadamente los griegos cometieron el error de no retomar el algebra de- 
sarrollada por babilonios y egipcios y desecharon completamente esta:rama de 
las matematicas; tampoco llegaron a plantearse formalmente la solucion de la 
ecuacion general de segundo grado

x2 - x = 870

x2 — ax 4- a2 = 0
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condiciones de resolver completamente el ejemplo 3. En

t = 10

A = b2 - 4ac = 402 - 4(-4) • 0 = 1600

En consecuencia:

el quinto minuto despues del

b) El objeto alcanza su maxima altura eii el puhto de maximo l''r(~2a’~4a) 
Observemos que en la funcion 6 = 40/ — 4t2 el coeficiente a — —4, el coeficiente 
b = 40 y el termino constante c = 0. For lo tanto

Ahora estamos en 
efecto:

V(-^,-^) = V(5,10°)

Esto significa que la altura maxima se alcanza en 
lanzamiento y es igual a 100 metros.

cuadratica esta en la mente de los matematicos, sin embargo, aun no se:define 
claramente el concepto de funcion; esto ocurrira recien en el siglo XIX-

Parece claro que la nocion de funcion surge cuando la matematica inicia el difi- 
cil camino de estudiar los fenomenos de la naturaleza. Los trabajos de Johannes 
Kepler (1571-1630), del mismo Galileo, de Isaaac Newton (1641-1727) de 
Gotfried Leibniz (1646- 1716) y de muchos otros, hicieronposible analizar los 
fenomenos relatives al movimiento, cuestion que contribuyo significativamente a 
desarrollar la nocion intuitiva de funcion. Un par de siglos despues de Tartaglia y 
galileo, el aleman Gustavo Dirichlet (1805-1859), definid el concepto de fun
cion en la forma siguiente: ”una cantidad variable ”y” es funcion de una cantidad 
variable ”x”, si a cada valor de x le correspondc un unico valor de y”. Anos mas 
tarde, cuando surgid la Teona de Conjuntos, se le agregaria a-la definicidn, las 
palabras ”a cada valor de x perteneciendo a un conjunto”.

40/— 4/2 = 4/(10 — t) = 0 <==> / = 0 o

Por lo tanto, el objeto esta en el suelo en el moment© de set lanzado al aire, es 
decir en / = 0, y tambien en el momento de Hegar al suelo, es decir, 10 minutos 
despues del lanzamiento.

a) El objeto esta en el suelo en el instante en que. la distancia ”d” es cero. 
Esto significa que debemos resolver la ecuacidn d(t) ~ 40/ — 4/2 — 0; ecuacidn que 
podemos resolver mediante la formula (6). Sin embargo, en este caso, resulta mas 
sencillo factorizar la expresidn 40/— 4/2-= 0. Resulta entonces que: . ; *>
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®1,2 =

X = — 1/

= ■ 1, el yertice de la
= 1, b = —2, c — —3, entonces:

y 
-1

0 
-3 
—4 
-3

0
5

2±4
2

x 
^2 
-1

0
1
2 
3
4

2 ± \/16
2

b) El punto donde la parabola corta al eje y.
c) El punto de maximo o de minimo.
d) Algunos puntos arbitrarios para completar la tabla de dates.

Mediante la formula (6). Puesto que a

a) Para determinar los puntos donde la parabola corta al eje x, debemos resolver 
la ecuacion:

Finalmente construimos una tabla de datos y determinamos otros puntos adi- 
cionales para trazar nuestro grafico.

b) Para hallar el punto donde la parabola corta al eje y, hacemos x = 0 en la 
ecuacion y = x2 - 2x - 3. Resulta que:

x2 — 2x — 3 = 0

1, b — -2 y c = — 3; resulta que

(—2) ± \/(—2)^—4(1)(—3) ^ ±7012 
2(1) 2

Eri consecuencia las raices de la ecuacion son:

c) Puesto que en la funcion y = x2 - 2x - 3 el coeficiente a 
parabola es un punto de minimo. Si a

x = 3 y

si x = 0, entonces y = — 3
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fi8«+)
2

Ejemplo 6

V(-

JL

I

y.
1
2
1
0

X 

0 
1 
2 
1

Observe que el eje de simetria de la parabola esta dado por la ecuacion x — —2.

ii) El vertice de la parabola es:

Trace el grafico de la funcion f (x) = x

en consecuencia la parabola

2 + 4a: + 5

Por otra parte, cuando x = 0, entonces y — 5, 
corta al eje y en el punto P(0,5).

x y
—4 5
-2 1
•0 5

Y puesto que a = 1 > 0, dicho vertice es un mmimo.

SOLUCION. i) En este caso a = 1, b — 4 y c = 5. En consecuencia el discrimi- 
nante es b2 — 4ac = 16 — 4(5) = —4 < 0 y, por lo tanto, la ecuacion no tiene raices 
reales. Esto significa que la parabola no corta al eje x.

Con frecuencia se destaca en la parabola la recta perpendicular al.eje x que 
pasa por su vertice. Observe que la parabola es simetrica respecto de este eje y 
por tai razon se le llama eje de simetria. En este caso la ecuacion del eje de 
simetria es x = 1. Fig(14)

Una tabla de datos para la parabola de la fig(15) es la siguiente:
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Y puesto que

Una tabla de dates para la parabola de la figura 17, es la siguiente:

flgCn)

lEjemplo 9

2

-PgGe) If

V = 2(x 4)(x -4) =-24

SoLUCldN. Si la dimension de 
entonces el volumen de la caja es:

Finalmente, si x — 0, entonces y = — 5: en consecuencia la: parabola cprta al 
eje y en el punto P(0, —5)

T7

uno de los lados de la pieza de hojalata es ”x”,

ii) El vertice de la parabola es:

x - 4 = ix/12

a = —1 < 0, la parabola tiene un punto de maximo en dicho vertice.

—r4

x2 ~ 4 — 2\/3

^4’

En consecuencia para determinar las dimensiones que andambs buscando debemos 
resolver dicha ecuacidn. Se ve que 2(x — 4)2 = 24, por lo-tanto:

De una pieza de hojalata a la cual se le cortaron cuadrados de 2 centimetros 
por lado en cada esquina, se hizo una caja sin tapa de 24 cm3 de volumen. Halle 
las dimensiones de dicha pieza. El esquema siguiente muestra las condiciones del 
problema.

x y 
“oT-5

2 -1
4 -S’

T) = 4 4- 2\/3 y

j___
x
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De las raices de la ecuacion3.4

y

Ejemplo 11

SOLUCION. Suponiendo que las raices de la ecuacion son y Xi- las condi- 
ciones del problema conducen al siguiente sistenia de ecuaciones:

Determine las raices de la ecuacion de segundo grado sabiendo que su suma.es 
igual a 5 y su product© es igual a 6.

7
Xi • x2 = — -

8
Xy + x2 = — —

J 4- x2 — 5
{ #1 • £2 = 6 ' '

Despejando x2 de la primera ecuacion y reemplazandola en la segunda etuacion se 
obtiene la ecuacion cuadratica:

xl ~ 5zi + 6 = 0

Conviene que digamos algunas cosas mas acerca de la ecuacion de segundo 
grado en relacion con las propiedades de sus raices. Hemos dicho que el caracter 
de las raices de dicha ecuacion viene determinado por el discriminante:

A — b2 — 4ac

El gran matematico fiances Francisco Vietta (1540-1603) al estudiar de- 
talladamente las ecuaciones de segundo grado, hallo ciertas relaciones entre sus 
coeficientes y sus raices. Asf, por ejemplo, demostrd que la suma entre las raices 
es igual a: ’’menos el cociente entre el coeficiente de la incognita en primer grado 
y el coeficiente de la incognita en segundo grado”. Esto es:

b s — —.
a

Demostrd tambien que: ”el prodiicto entre sus raices es igual ah cociente entre el 
termino constante y el coeficiente de la incognita de primer grado. Es decir:

c p = -a

Por ejemplo, en la la ecuacion 3x2 + 8a? — 7 = 0, sus . raices deben satisfacer las 
siguientes relaciones:

suma.es
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64 — 48m > 0 • 48m < 64

Ejemplo 15 |

2 — 6z + 8 = 0

36 — 32m = 0 32m = 36

3.5 La parabola pasa por tres puntos

■el parametro 
distintas ?

I-

si m = 7, la ecuacidn es 7a.-2 — 8z + 12 = 0 , >
De tai modo que para una infinidad de valores de ”m” existiran una infinidad de 
ecuaciones, que pueden tenet dos raices reales y distintas, o no tenet raices reales.

Determine el parametro ”m” de manera que la ecuacion mx 
tenga una unica raiz (dos raices reales e iguales).

36 9
m = — = —

32 8
Por lo tanto, la ecuacidn propuesta tendra una unica solucidn si m —

iQue hacer cuando se obtienen experimentalmente tres puntos que parecen 
estar sobre una parabola? En realidad dados tres puntos existe una unica parabola 
que pasa por ellos. -

Recordemos que la ecuacidn ax2 4- bx + c = 0 tiene dos raices reales y distintas 
cuando el discriminante b2 — 4nc > 0. Aplicandole al discriminante la condicidn 
de que sea mayor que cero, se tiene que:

b2 - 4ac = (—8)2 - 4(m)(12) == 6448m > 0

Si resolvemos la inecuacidn 64 — 48m > 0 obtendremos todos los valores de 
que haran que la ecuacidn satisfaga la condicidn pedida. En efecto: 

64 4
rn < — = — 

48 3
En consecuencia cada vez que m G] - oo, |[, la ecuacidn mx2 - 8r + 12 = 0 tendra 
dos raices reales y distintas. listed puede verificar este hecho tomando algunos 
valores de ”m” de este intervalo.

SOLUCldN. Para que la ecuacidn cuadratica ax2 4- bx + c == 0 tenga una unica 
raiz, debemos imponerle al discriminante b2 - 4ac = (-6)2 - 4(mj(8) = 36 — 32m 
la condicidn de que sea igual a cero. Esto es:

Sin embargo, cdmo determinar el conjunto de valores entre los cuales varia 
”m” de manera que la ecuacidn tenga siempre dos raices reales y
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3.6 La parabola de minimos cuadrados

(7)

(8)

Ejemplo 18

Con los puntos dados se construye la siguiente tabla de valores:

0

donde las constantes Go, y <*2 se determinen resolviendo el sistema de ecuaciones 
siguientes:

Uy 
'£x-y

Halle la parabola de minimos cuadrados quepasa por los puntos >1(0,0) B(—1,1), 
(7(0,2) yD(2,0).

„1

1
0
2

2 
0

x 0
y

La parabola de aproximacidn de minimos cuadrados de la serie de puntos 
(x2,y2),---(xn,yn) tiene por ecuacion a:

En consecuencia la ecuacion de la parabola que pasa por los puntos dados es:

+ Gi £ x
+ S x2
+ 01 52 x3

Si los puntos experimentales son mas de tres y queremos aproximarlos mediante 
una parabola, lo mas seguro es que algunos de ellos se queden por fuera. En esta 
situation, la mejor aproximacidn se puede obtener tambien mediante el metodo de 
los minimos cuadrados.

! I 2y — aQ + axx + a2x

1 2 5y = -~x2 + -ar 4-2

= a0N
- G0 52^
= aol>2

que son las ecuaciones normales para la parabola de minimos cuadrados. Ob
serve que las ecuaciones del sistema (8) se obtienen multiplicando por 1, x y x2 
respectivamente, la ecuacion (7); teniendo en cuenta las sumas y eV factor N de gq.

+ 02 S x2
+ a2 52
+ o252^4
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-72a2 = 12

7 se obtiene:

19ai -f- 23( -7 19a] — = —7

En consecuencia
a] =

4a0 = 4

For lo tanto resuita que:

3.7 Ejercicios propuestos

1
6

6

Reemplazando este valor de a2 en la ecuacion 19ai 4- 23a2 = 

h _ 23
6

126 
-114

: • f

Sumando ambas ecuaciones se obtiene la ecuacion:

12 
«2=-- = -

Luego, si a0 — 1, ai = — | y a2 = — la ecuacion buscada es:

? 1 1 2 'y = l~r--x

’ 4‘ 1

Co — 7 — 14

19a] = —7 + B
6

X — X

1. Resuelva las siguientes ecuaciones cauadraticas y compruebe sus resultados.

a) 2x2 + 5x - 12 - 0 6) x2 + x - 1 = 0 c) 4a:2 - 2x = 7 d) x(x - 1) = 0

2. ̂ Considere las ecuaciones de las parabolas siguientes:

a) y = x2 — x + 2 b) y = x2 - 4 c) y — (x - I)2 — 5x + 12

y trace su grafico considerando previamente:

—342ai — 414a2
342a] -|- 342a2

19 1
6--19~6 ' ’ ’

Para hallar a0 podemos reemplazar aj = | y a2 = — j en cualesquiera de las tres 
ecuaciones del sistema del sistema inicial. Si lo hacemos en la primera, se obtiene:

4a0 - - - |~ 3
o o
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,2

f'gcw) 2L + 2Ws€00W

L

a) Determine el area de manera que el area encerrada por dicho perimetro 
sea maxima.

A(w) = 300w — w

donde la variable 7V(i) indica la cantidad de hormigas (por miles) y la variable 
t indica el tiempo transcurrido en meses.

a) £ Cual es.la poblacidn inicial en esta experiencia ? ’ j ■

b) En que instante se extinguio completamente la poblacion ?
• **

c) i En que instante la poblacion alcanzo la mayor cantidad de individuos ?

d) En que instante la poblacion alcanzo 150 hormigas ?

e) i, Cuantas hormigas quedaban vivas en el vigesimo segundo dia ?

f) I Cual es el dominio y rango en este fenomeno ?

7. El product© de dos enteros consecutivos es 72, halle dichos numeros.

8. La suma de un numero y su reciproco es 12, L cual es el numero ?

9. Construya un grafico con la parabola y = -2a:2+ 123? —14 y la recta y = x — 3 
y halle el punto de interseccidn de ambas curvas.

10. Un campesino que dispone de 160 metros desea cercar una superficie de 
terreno de forma rectangular. Si uno de los lados no necesita cerco, cuales 
deben ser las dimensiones del terreno para que su area sea maxima ?

11. Bajo ciertas condiciones una compania comercial encuentra que la utilidad 
P al producir x artfculos de un cierto producto es:

= 90a: — x2 + 1000

a) Construya una tabla de valores y el grafico de la funcion modeladora.

b) Calcule, utilizando la tabla, cual es la utilidad maxima.

c) i Para que valores de x la utilidad es nula ?

d) 4 Cual es el dominio y rango de la funcion, para este fenomeno ?

12. La parcela rectangular de la figura 19 tiene un perimetro de 600 metros y su 
area en funcion del ancho w es:
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X
X

figCu) 10

W

Determine x de manera que el volumen de la caja sea maxima.

0t: meses
N(t): millones 2

5
10

2
2,7

4
5,1

19. Determine la ecuacion de las parabolas que pasan por los puntos que se 
indican.

a) Halle un mo’delo cuadratico para dicho fenorneno.

b) Segiin este modelo, L cuantas moscas habra en el quinto mes ?

18. Se determina que el costo en pesos, por kilometro, del viaje en taxi a una 
velocidad de x kilometros por hora esta dado por:

c(2:) = 0,118x2-l,44i + 40

i Cual debe ser la velocidad del taxi para que el costo por kilometro sea 
minimo ?

a) >1(1,1), B(0,3) y C(-3, -4) b) A(-l,-l), B(0,-8) y C(-l,3)

20. Determine la parabola de minimos cuadrados que pasa por los puntos A(—1,0), 
B(0,3), ^(l,|)y (7(4,0).

21. Una observation sobre el crecimiento de una poblacion initial de moscas de 
la fruta dio la siguiente tabla de dates:

Calcule la longitud del segmento de modo que uniendo los cuatro puntos se 
obtenga un paralelogramo de area minima. Fig(22)

16. La figura 23 muestra el corte que se le debe hacer, en las esquinas, a una 
pieza de carton para construir una caja de volumen V, con las dimensiones 
que se indican.

17. En el triangulo equilatero ABC de 5 cm de lado se inscribe otro triangulo 
equilatero DEF. £ En que caso el area del triangulo DEF es minima ?
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10,02

a) Trace un polinomio que modele esta funcion.

a) Trace el grafico de esta funcion.

b) ^Cual es la probabilidad de morir de una persona de 73 anos?

a) Estime la cantidad de sobrevivientes a la edad de 57 anos,

b) que edad habran, paroximadamente, 18000 sobrevivientes?

t:
d :

0 10
31,5 4,07

10 
0,059

20
5,29

20
0,082

30
5,21

30 
0,105

40
8,08

40 
0,152

50 -• 60
13,11

50 
0,224

60
0,377

70 .
12,64

70
0,585

80 
0,877

t: 
d :

0
0,315

80
7,85

90'
1,1

La siguiente tabla, que Uamaremos tabla de defunciones representa el numero 
de muertes ocurridas a una generacidn inicial de lo nacimientos entre las 
edades exactas t y t+n e indica el numero de muertes entre las edades 0 y 
9 anos, 10 y 19 anos, 20 y 29 anos, etc. Esto significa eh nuestra tabla, por 
ejemplo, que entre 0 y 9 anos murieron 31 500 personas; entre 10 y 19 anos 
murieron 4070 personas, etc. (t en anos y d en miles).

La siguiente tabla representa la probabilidad que tiene una persona de edad 
exacta t de fallecer dentro de los n anos siguientes. Por ejemplo la probabili
dad que tiene una persona de 0 anos de morir dentro de los proximos 9 anos 
es de 0,315. La probalidad que tiene una persona de 10 anos de morir dentro 
de los proximos 9 anos es de 0,0595, etc. Considere la tabla siguiente.

9. Resuelva las siguientes inecuaciones trazando el grafico de las funciones 
cuadraticas. a) (x — 2)(a: — 7) > 0 b) (3z — l)(4a; + 8) < Oc) x(x — |) > 0 
d) (b + iXf - 22>5) > 0 e) X2 - 7x + 6 > 0 f) 12a:2 - 5x + 7 < 0 g) 
2, lx2 - 5, 7t - 2 > 0 h) 4a:2 + 8x - 6 < 0.

c) ^Cuantas muertes se producen a los 65 anos?

b) iA. que edad se produce el menor numero de muertes?
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3.9 El DERIVE

3.9.1 El grafico de la parabola.

Ejemplo 1 .

Graficar la parabola que pas'a por los puntos >4(0,1), B(2, y (7(1,1).

J

1. En Command : ponga el cursor en Declare y presione la tecla Enter.

2. Aparece Declare : Function, Variable, Matrix, Vector. Ponga el cursor en 
Matrix y presione la tecla Enter

Con la barra espaciadora usted puede mover el cursor sobre cada una de las 
funciones que aparecen a la derecha de Command. Para ejecutarlas, despues que 
el cursor este sobre la funcion elejida, es suficiente presionar la tecla Enter.

Command: Author, Build, Calculus, Declare, Expand, Factor, Help, Jump, 
Solve, Manage, Options, Plot, Jump, Remove, Simplify, Transfer, move, Window, 
Approx. ' -.t .. -

Asi como por dos puntos pasa una unica recta, por tres puntos pasa una-unica 
parabola. Esto es esencial para poder trazar la parabola pedida. Se trata, entonces, 
de hallar la ecuacion de la parabola que pasa por tres puntos y, a continuacion, 
graficar dicha ecuacion.

Al ejecutar EL DERIVE la pantalla aparece dividida en dos partes. La parte 
superior, en la cual se leen las especificaciones relativas al programa y la parte 
inferior en la cual se lee lo siguiente:
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3.9.2 La parabola de minimos cuadrados.

Ejemplo 2

En la parte superior de la pantalla aparece lo siguiente:

0 Enter 1 Enter

2. Enter J Enter

1 Enter 1 Enter

3 Enter 4 Enter

1; En Command : ponga el cursor en Declare y presione la tecla Enter.

2. Aparece Declare : Function, Variable, Matrix, Vector. Ponga el cursor en 
Matrix y presione la tecla Enter

7. Coloque en bianco la ecuacion de la parabola, presione la tecla Enter y repita 
la sucesion de operaciones desde (a) hasta (e). En la parte superior de la 
pantalla aparece el grafico de la ecuacion hallada.

Es claro que pqr cuatro puntos puede pasar una infinidad de parabolas o ningu- 
na. Sin embargo es posible hallar la parabola que mejor se acerque a los puntos 
propuestos. Observe que a los puntos dados en el ejemplo precedente le hemos 
agregado un nuevo punto. Efectuemos las siguientes operaciones.

Halle la parabola de minimos1 cuadrados- que pasa-por .los puntos A(0,1), 
j)’ 1) V 4)- Trace los graficos de la nube de puntos y de la ecuacion

de la parabola.

3. Aparece Declare Matrix : Rows columns. Al lado derecho de Rows 
escriba 4 y al lado derecho de Columns escriba 2. Para pasar de uno a otro 
lado se usa el tab.ulador. Observe que los datos forman una .matrix de 4 filas 
y dos columnas. Presione la tecla Enter

4. Aparece Matrix element: Escriba sucesivamente:

Nota. La escala del sistema cartesiano puede modificarse poniendo el cursor 
en Scale, presionando la tecla Enter y cambiando los valores para x e y.
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i, ax2 + 6],2: Fit

ajustes difieren bastante.

3.9.3 La evaluacion de una funcidn.

Ejemplo 3

0
2
1
3

1
7 
2
1
4

El lector puede verificar facilmente que los

Dada la funcidn N(t) = t2 — 3, calcular 7V(4) — JV(3) .

1. En Command : ponga el cursor en Author y presione la tecla Enter.

2. Aparece Author expression: Escriba N(t) := t2 — 3 y presione la tecla 
Enter. En la parte superior aparece N(t) := t2 — 3 y en la inferior aparece 
Command. En Author presione la tecla Enter.

3. Aparece Author expression: Escriba 2V(3)—7V(3) y presione la tecla Enter.

4. En la parte superior aparece 7V(4) — 7^(3). En la parte inferior, en Command, 
presione la tecla Simplify.

5. En la parte superior aparece 7, que es el valor buscado.

Dependiendo de la ubicacidn de la nube de puntos, se puede ajustar la parabola 
utilizando la expresidn ax2 + b. De lo dicho se deprende que en el ejemplo 1, deberia 
escribirse:
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0 +

e w 2, 718281828

Modelos de inversion a plazos4.1

2,00000000
2,25000000
2,37037037
2,44140625
2,59374246
2,70481382
2,71692393
2,71828046

n — 1
n = 2
n = 3
n = 4
T- io
n = 100
n = 1 000
n = 100 000

(i + £)2
(i + i)3 .
(i + i)4

(i + iio)100____
(1 +doo)1 000

1 poo 000
100 OOP >

Mas adelante analizaremos en t 
cacion interesante de esta expresion, la hallamos 
los intereses a plazos devengados por uri capital.

intereses. Cuando dicho interes 
interes simple. Despues que han pasado 
mas el interes) se calcula con la formula:

Cuando el dinero (el principal) se invierte en un banco, comunmente genera 
— j se calcula directamente sobre el principal, se llama 

) ”t” anos, el saldo (es decir, el principal

-t^xisten algunos fenomenos de naturaleza economica que se pueden modelar 

con ayuda de la expresion (1 + ^)n, Entre estos se hallan aquellos que permiten 
calcular el interes que genera el dinero cuando se deposita en bancos o financieras.

Se han marcado con negritas los decimales exactos de la aproximacion del 
numero ”e” para n = 100 000. En realidad, cuando ”n” crece sin h'mites, es decir, 
cuando n tiende a infinito”, la expresion (1 ^)n se aproxima a un numero
irracional que frecuentemente se lo designa con la letra e. El valor aproximado de 
este numero a 9 decimales exactos es:

i

manual y calculemos dicha expresion para algunos valores pequenos y grandes de 
n . En efecto, la tabla siguiente muestra dichas aproximacidnes hasta 9 decimales?

Formalmente decimos que dicha expresion ’’.tiende a e”, cuando ”n” crece sin limite 
y escribimos:

(l+l)n_^e
n

detalle la importancia del numero ”e”. Una apli-
i en un modelo que permite calcular
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S(2) =2 000 000(1 + -

es decir

S(t) = PeTt

obtendra

4.2 El graflco de la funcion exponencial

+

faro

—2 
0,25 
0,11

2
4
9

3
8

27

+oo
+oo
+oo

-3 
0,125 
0,03

0
1 

1,00

1
2
3

-1 
0,5 
0,33

—oo___

0

x 
7=2-
y = Sx

I es una funcion de la forma f(x) — ax, 
la incognita. En la figura (1) se muestran

S(2) =.2000000e°’12^;2254993 pesos

Observe que el dinero que gana mas intereses es el que se compone continuamente. 
Las funciones que se expresan mediante potencias de. ”e”. juegan un importante 
papel en una gran cantidad de modelos. Como hemps.dicho.en-otras pportunidades, 
cuando estamos estudiando un determinado fenomeno de la naturaleza, siempre es 
conveniente tener un grafico de la funcion que nos permita ”ver” el compor.tamiento 
de dicho fenomeno. En lo que sigue trataremos de analizar esta cuestion.

2000 000(1 + rs 2252 985 pesos

; b) Si el interes se compone continuamente usamos la funcion:.

^3’

En general una funcion exponencial 

donde a es una constante positiva y ”x” es i 
los graficos de las funciones f(x) = 2X y f(x) = 3-.

Para trazar los graficos de estas funciones podemos construir una tabla para 
algunos valores de la variable independiente, que nos permita visualizar su com- 
portamiento.

en que P = 2 000 000 de pesos, t = 2, r = 0,06 y k = 4.

4. ’

donde P — 2000 000, r = 0,06 y t = 2. En esta situacion el saldo que se 
despues de dos anos es:

El saldo que se obtendra al cabo de dos anos es:
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o

Ejemplo 2

Trace el grafico de la funcion y —

2/(0) =

=:0y =

a

SOLUCldN. Cuando trazamos el grafico de las funciones exponenciales, cre- 
cientes o decrecientes, analizamos los siguientes aspectos:

120 120 .
4 + 8e~0’05 0 ~ 4 4- 8e°

 120
"4 + 8

120 
4+8e-°-05®

120
4 + Se-0-05*

En general, si f(x) = a

0. Dicho eii palabras: si x tiende a mas

con el eje X. Para.esto hacemos y=0 en

i) Determinamos el punto donde la curva corta al eje Y. Para hallar dicho punto 
debemos hacer x = 0 en la ecuacion propuesta, es decir:

ii) Observamos si existe. intersection 
la ecuacion propuesta, es decir:

120
12 = 10

De las graficas se puede concluir que la funcion exponencial cuya base esta entre O' 
y 1 esta definida para todos los numeros reales, es decir, su dominio es 1R . Puesto 
que las graficas estan sobre el eje X, f(x) > 0 para todo todo x € JR , stt ambito 
(rango) es 1R +.

Las graficas son asintoticas al eje X, es decir, cuando x tiende a +oo, en- 
tonces, f(x) tiende a cero. Formalmente escribimos que si x —> +oo, entonces, 
/(x) —► 0. Ademas ambas graficas cortan al eje Y en el punto P(0,1). Final- 
mente, observemos que cuando x —> —oo, entonces, /(x) —► +oo.

9 /(0) = a0 — 1, es decir la curva corta al eje Y en el punto JP(0,1)
ii) No hay intersection con el eje x
iii} Si x —> +oo, entonces, /(x) 

infinite, entonces y tiende a cero.
iv) Si x —-+ —oo, entonces, /(x) —> +oo. Dicho en palabras: si x tiende a 

menos infinite, entonces, /(x) tiende a mas infinite.

con 0 < a < 1, entonefs]
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4.3

1,2,4,8,16,...

J

Thomas Robert IMalthus (1766-1834), fue un economista ingles 
que se hizo notar por un brillante tratado de economia publicado en el ano 1798. 
Malthus era un pastor anglicano que siempre tuvo contacto con la pobreza y, 
en su obra, essay of population^ analiza las causas de la miseria; miseria que en 
esa epoca, alrededor de 10 ahos despues de la revolucion francesa, asolaba a la 
mayorfa de los pai'ses de Europa.

N(t) = NQeki
donde Nq es el tamano inicial de la poblacion y k es una cierta constante que'se 
puede determinar de acuerdo al crecimiento de la poblacion.

El modelo exponencial

Una de las aplicaciones mas interesantes de la ftincion exponencial se refiere a la 
dinamica de las poblaciones. En lo que sigue mostraremos algunas aplicaciones 
sencillas de modelos de crecimiento y decrecimiento de una poblacion.

Los teoricos de la politica creian que en un future proximo, no muy lejano, la 
igualdad entre las personas seria un hecho y la pobreza desapareceria para siem- 
pfe. Sin embargo, Malthus, no compartia en absolute ese optimism© e intentaba 
responderse si la miseria de la poblacion era un problema de; la estructura de la 
sociedad o bien correspondfa a una ley natural; Despues de a,nos de reflexion se 
incliho por-la'segunda hipotesis, esto es, por la suposicion de que hay una ley 
que supone que debe haber una parte de los seres vivos que debt sufrir hambre 
y, sostenia esto, aflrmando que mientras el mimero de individuos sobre la tierra 
aumente en una progresion geometrica, es decir, aumenta en la forma:

Modelo de crecimiento exponencial.
El modelo de Maltus.

El modelo de Maltus, o de crecimiento ilimitado, supone unicamente que 

la velocidad de crecimiento de las poblacion en el instante ”t”, es proporcional 
al tamano de la poblacion en ese instante. Esto presupone que la poblacion se 
desarrolla en un ambiente no sujetb a restricciones y que los recursos para mantener 
dicha poblacion, son ilinutados. Se puede demostrar que bajo esas condiciones la 
poblacion crece en forma exponencial. Es decir, . si: ^(t) es el tamano de la 
poblacion en el instante t, entonces, el crecimiento de dicha poblacion se puede 
modelar mediante la funcion:
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Ejemplo 3

SoLUCION. Puesto que el tamano iniacial de la poblacion 
personas, podemos escribir:

N(t) = 11567?*

es de Nq = 11567

Para Malthus la lucha por la sobrevivencia significaba la decadencia de la so- 
cledad, la pobreza y la miseria. En cambio, para Darwin, la lucha por la sobre
vivencia es el motor de la evolucion y perfeccionadora de la naturaleza.

Algunos naturalistas anteriores a Darwin habian calculado, por ejemplo, que una 
planta con solo dos semillas anuales alcanzarfa, en menos de 30 arios, mas de un 
milion de ejemplares, que la mosca pone en toda su vida un centenar de huevos, 
que ciertos peces ponen millones de huevos, ^como es que ninguna de estas es- 
pecies no invaden enteramente la tierra? Si esto ultimo no sucede, sugirid Darwin, 
es debido a los formidables estragos que produce la lucha por la subsistencia entre 
los individuos jovenes antes de la madurez sexual y la procreacion. En medio de 
la naturaleza hostil todos los seres tratan de sobrevivir. Asi, los individuos de 
una misma especie, portadores de una caracteristica ventajosa, tienen mayores 

, probabilidades que sus competidores de escapar a los innumerables peligros que 
los asechan. Tales individuos tendran mayores posibilidades de sobrevivir y al- 
canzar su madurez sexual, trasmitiendo a sus descendientes esas caractensticas. 
La repetici6n.de este proceso en las generaciones siguientes hara posible la acu- 
mulacion automatica de dichas ventajas, resultan do de esto una seleccion natural.

Un demografo hallo que una ciudad que tenia 11567 habitantes alcanzo, des
pues de 6 arios, 60000 individuos. Determine el tamano de la poblaci6n.de dicha 
ciudad despues de 10 anos. Suponga que la poblacion crece sin restricciones.

Darwin desarrollo una gran parte de su teona sobre El origen de las especies 
en su transito por Chile. Llego a Tierra del Fuego en el Bergantin Beagle en 
diciembre de 1832 y, segun su diario de viaje, estuvo en el pals hasta julio de 1835. 
El Beagle, al mando del capitan Robert Fitz Roy levo anclas de Inglaterra eh 
1831 y navego durante 5 anos por los oceanos mayores, principalmente a lo largo 
de America del Sur, continuando luego a Nue'va Zelandia y Australia.. Los dos 
anos y medio que Darwin estuvo en Chile forman parte de una de las hazanas 
mas extraordinarias del pensamiento humane.

repetici6n.de
poblaci6n.de
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Aplicando las propiedades de los logaritmos resulta:

« 0,055

= 2000e°’O55t

Por lo tanto, al final de 60 minutes habran:

2V(6O) = 2 OOOe0’055'60 = 2 0 00e3’3 bacterias

4.4 Modelo de decrecimiento exponencial

cantidad que decrece de acuerdo con una funcion de la forma

Ejemplo 5

= 320000

1,09861
20

In e

Una

un valor de 320 000 pesos, 4 cual era

es averiguar el valor de

se deprecia de forma qpe su valor, pasados

Despues de 20 anos, la maquinaria tiene 
su valor original ?

SOLUCION. Observemos que el objetivq del problema 
Qq. Puesto que <^(20) = 320 000 pesos-se tiene: ’

20A = ln3
20

Puesto que k = 0,055 la funcion modeladora es:

= NQe;kt

QW - Qoe-0'™

Q(20) = Qoe-0’0420 = Qoe-°’8

donde Nq y k son constantes positivas se dice que experimenta un decrecimiento 
exponencial o que decrece exponcialmente. Este tipo de decrecimiento se da en 
fenomenos tales como decrecimiento radioactivo, decrecimiento de las ventas de 
un producto cuando se interrumpe la publicidad, depreciacion del valor de las 
maquinarias despues de cierto tiempo de uso, etc.

Una cierta maquinaria industrial 
”t” anos, viene dada por la funcion:

;2O4 = Zn3
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-ktSi t B

Ejemplo 6

Q(<) = 700 — 400e 0,5<. cartas por hora

= 700 - 400e° = 700 - 400 = 300

= 680 cartas por hora

b) Despues de una experiencia de 6 meses el empleado podra clasificar:

Q(6) = 700 - 400e“°’5'6

El ritmo al que un empleado, postal puede clasificar cartas es una funcidn de la 
experiencia del empleado. El director del correo de Copiapo estimo que despues 
de t meses de experiencia en el trabajo, el empleado medio puede clasificar:

Q(0) = 700 - 4OOe ‘°*5 0

+oo, entonces, e 0, por lo tanto, Q(t) = B - Ae kt

SOLUCION. a) Puesto que un empleado nuevo tiene experiencia cero, el numero 
de cartas por hora que podra clasificar es:

iv) Finalmente si t —> —oo, entonces, B — Ae~kt ■—► —oo. El grafico muestra 
que cuando el tiempo crece sin limite hacia la derecha, el individuo se aproxima 
hacia una cima de eficacia, y que cualquier instruction adicional surtira poco efecto " 
sobre sus resultados.

= 700 - 400e“3

En consecuencia la curva corta al eje t en el punto (—~"g,0)

Note que dicha ecuacion (Hamada ecuacion exponential) tiene la incognita en 
el exponente. Mas adelante desarrollaremos los metodos necesarios para resolver 
este tipo de ecuaciones.- iii) Se ve que si t —+oo, entonces, Q(t) —> B En 

efecto:

a) i,Cuantas cartas puede clasificar por hora un empleado nuevo ?

b) Cuantas cartas puede clasificar por hora un empleado con 6 meses de 
experiencia ?

c) Aproximadamente, cuantas cartas podra clasificar por hora, como maximo 
un empleado medio ?

d) Haga un grafico de la funcion modeladora.
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0. For Io tanto:

B

iv) Finalmente si t 4-oo, y por lo tanto:'

0

Ejemplo 7

(en miles de personas)

decir en el mo-

2V(0) = = 1

7V(2) = — 7,343 personas

20

En consecuencia la curva no corta al eje t.
iii) Por otra parte si t

Los registros de salud publica, del ano 1956, de la III Region, muestran que 
t semanas despues del brote de una rara forma de gripe (influenza)^aproximada- 
mente: ...

SOLUCldN. Cuando la enfermedad empezd a desarfollarse, es 
mento t = 0:

20
1 4- 19e-fei

a) £ Cuantas personas tenian la enfermedad cuando esta broto 7
b) 4 Cuantas personas tenian la gripe al final de la segunda semana ?
c) 4 Si la tendencia continua, cuando personas contraeran la enfermedad ?

4-oo, entonces, Ae kt

B
1 4- Ae~kt

—oo, entonces, A kt

B
1 4- Ae~kt

7V(t) =---- ?2__
. 7 Id-We-1’2'

habfan sufrido la enfermedad.

20 20
1 4- lOe-’^fo) ” 1“+ 19

Es decir,.! 000 personas ya tenian la enfermedad.
b) Despues de dos semanas, es decir, en t = 2:

20
1 4- 19e-^2(2)

Esto es, 7343 personas habfan contraido la,enfermedad.
c) Al continuar la tendencia, es decir, cuando t•-—► +oo, entonces 19e-A< 

de lo cual resulta que:
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b como

Ejemplo 9

) 2r = 8 b) (Vs)* = 27

b) Utilizando la misma propiedad se tiene:

Ecuaciones de la forma = b9^4.7.2

a

Ejemplo 10

En consecuencia resolver la ecuacidn 
ecuacion de la forma f(x) = p • g(x).

c)<5 = i

Para resolver las ecuaciones de este tipo debemos expresar el numero 
una potencia de base a.

Resuelva las ecuaciones siguientes: a

se reduce a resolver una

4.7.1 Ecuaciones de la forma ax b

ara resolver este tipo de ecuacion debemos transformar las bases de las 
potencias de modo que podamos utilizar la propiedad (1). Es decir:

a/(*) = ^(x) af(x) =

5 = ’(x/3)1 = 27 (3*)1 = 33

Por lo tanto, la solucion de la ecuacion es x = 6.

a) Utilizando la propiedad 1) resulta: 2X — 8 2X = 23 <=> x = 3
En consecuencia la solucion de la ecuacion es x = 3. Tai como en las ecuaciones 

lineales y cuadraticas, se puede verificar la solution reemplazando el valor de x en 
la ecuacion propuesta.

Resuelva las ecuaciones: a) 3^ = 9^ 6) 5£‘2-L = 25x“100

Finalmente: c) \/5 = ~ 5* = 5 2 <=> | = —2. Por lo tanto x =
Observe qiie la ecuacion propuesta no tiene solucion, ya que no existe una raiz que 
tenga indice negative.

3t = 33
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x = 0

• 3X = 3

En consecuencia la solution es x = 1. En efecto:

31 + 31+1 + 31+2 = 31 + 32 + 33 = 3 + 9 + 27 = 39

4.8 Ejercicios propuestos

calculos a 6 decimales.

3. Esboce el grafico de las funtiones exponenciales siguientes:

d) y =

4. Suponga que setinvierten 15250 dolares a un tipo anual de interes al 7%. 
Calcule el saldo despues de 25 anos si el interes se .compone semestralmente 
y continuamente. Compare ambos saldos con la inversion initial.

i+e-* 
2 ' * '< , ' • 

tipo anual de interes al 7%.

Aproxime sus

1. Programe 
”e” con

___e

2

c) y — 5 — 3e "x

e”. En particular

a) y = 2 + ex b)y = 2-3ex

2. Aprenda como usar la calculadora para las potencias de 
calcule:

e-1

3® -31

una calculadora manual para evaluar (1 + ^)n y halle el numero 
15 decimales exactos. ! ;

e3,

SOLUCK$N. a) Escribimos la ecuacion en la forma: (2T)2 — 3(2®) 4-2 = 0.

Si hacemos el cambio de variable: 2® = y en la ecuacion anterior, resulta la ecuacion 
cuadratica: y2 — 3y 4- 2 = 0; cuyas soluciones son y^1 y y2 — 2.

Reemplazando estos valores de y en la ecuacion de cambio de variable 2® = y se 
tiene que:

>>3+0,6

ii) 2® = 2 de lo cual Tesulta que; 2® = 21 4=> x = 1

Se puede verificar facilmente que dichos valores son soluciones de la ecuacion pro- 
puesta.

b) Escribimos la ecuacion en la forma 3® 4- 3 • 3® 4- 32 • 3® = 39. Factorizando 
el primer miembro por 3®, resulta:

e-0,0?+l,8

3®(1 4- 3 4- 32) = 39 <=» 13 • 3® = 39

i) 2® = 1 de lo cual resulta que : 2® = 2°

e2 — e4 
e4
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anos, su valor de reventa sera

15. Se estima que dentro de t

(millones)

13. Cuando 
de:

una maquinaria insdustrial tenga

12. Cuando los profesores seleccionan textos para sus cursos, usualmente eligen 
entre los libros que ya estan en su biblioteca. Por esta razon muchos editores 
envfan ejemplares de regalo de nuevos textos a profesores que ensenan cursos 

u realacionados con su espedalidad. El editor de matematicas de una impor- 
tante editorial estima que si se distribuyen x miles de ejemplares gratuitos, 
las vehtas en el primer and de un cierto texto nuevo" de. matematicas sera 
aproximadamente de:

a) ^Cual es la poblacion actual? b) ^Cual sera la poblacidn dentro de 50 
anos? c) ^Que le sucedera a la larga, a dicha poblacion ?

16. Un accidente de trafico fue presen ci ado por ~ de los habitantes de Inca de 
Oro. El numero de residentes que habian oido hablar del accidente t boras

V(i) = 4800e *4-400 dolares

a) Trace un grafico aproximado de la funcion V(t). ^Que le sucede al valor 
de la maquinaria cuando ”t” crece sin limite? b) ^Cual fue el valor de la 
maquinaria cuando era nueva? c) Cual sera el valor de la maquinaria dentro 
de 10 anos? .

f{x) — 20 — 15e 0’2x (miles de ejemplares)

a) Trace un grafico aproximado de la funcion. b) /.Cuantos ejemplares puede 
esperar vender el editor en el primer ano si no se han enviado ejemplares 
gratuitos. c) ^Cuantos ejemplares puede esperar vender el editor en el primer 
ano si se han enviado 10000 ejemplares gratuitos? d) Si la estimation del 
editor es correcta, ^Cual es la estimacion mas optimista de ventas para el 
primer ano?

14. Una bebida fria se saca del refrigerador en un dfa de verano y se coloca en 
una habitation cuya temperatura es de 30 grados celsius. de acuerdo con la 
ley calorica de Newton, la temperatura de la bebida despues de t minutos 
viene dada por la funcion f (t) — 30 — Ae~kt.' Si la temperatura de la bebida 
era de 10 grados celsius cuando dejo el refrigerador y de 15 grados celsius 
despues de 20 minutos, i,cual sera la temperatura de la bebida despues de. 40 
minutos?

anos, la poblacion de un cierto pais sera de:;

80 
. .8 + 12e_0'06*
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N(t) = 100(1 + )

PW =

tamano de

e) iCual sera la poblacion de moscas si t crece indefinidamente?

c) Cuanto crece la poblacion entre el quinto y sexto dia?

d) Estime un intervalo doride la poblacion crece mas rapidamente.

a) ^Cual es la poblacion inicial de este emjambre?

b) iQue poblacion habra en el cuarto dia?

. b) ^Cuanto crece la poblacion entre el tercer y cuarto ano?

c) Halle los inter.valos de tiempo en que la poblacion crece (decrece).

3. Se intenta poblar una zona desertica del Norte de Chile con lagartijas de la 
especie Lacerta Muralis que se alimenta de insectos y vive en lbs huecos 
de las paredes. Los especialistas estimari que dicha Zona se poblarfa/a causa 
del escaso alimento, de acuerdo al modelo siguiente:

100
1+ 49e_t

a) ^Cual es la poblacion inicial de moluscos en esta experiencia?

. N(t) = 33e0’5493*

donde t se mide en dias y N(t) en miles.

(Si t—0 en el ano 1993)

a) ^Cual es la poblacion inicial de lagartijas de este experimento?

b) Estime el intervalo de mayor crecimiento de la poblacion?

c) ^Cual sera el mayor ntimero de lagartijas que tendra la poblacion?

d) ^Cuanto creceria la poblacion entre los anos 1994 y 1995?

4. Una poblacion experimental de moscas de la fruta aurrienta su 
acuerdo al modelo

2. Se introduce, en un estero, una poblacion de mpluscos que.crece de acuerdo 
con la funcibn

4i
50+

donde t esta dado en anos y N(t) en millones.
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b)’iCual sera el peso del cultivo despues de 1 mes?

3.92
0.00 2.00

200

F "

donde P(t) es el peso en gramos del cultivo y t se mide.en boras.

a) Calcular el peso del cultivo en t = 0 y t = 1.

x: (grades Celsius) 50.0 
■y: (centimetros) 1.00

3.45
4.00

3.80 
6.00T8.00

250 
24.0

100
4.40

a) ^En cuanto aumenta la longitud, La barra metalica, cuando la temperatura 
es de 350 grados celcius?

i: (amperes) 0.00': 2.52 
t: (segundos)

a) Grafique la nube de puntos para estos dates.

b) Halle la curva exponencial que ajusta dichos datos.

150
9.40 .16:4

1 r?

. b) Calcule la temperatura que se necesita para que la barra aumente su 
longitud en 7,5 cm. *

c) Analizando el grafico y la ecuacion, determine el valor al que tiende la 
corriente cuando t ► +oo.

c) iCual es el mayor peso que puede alcanzar el cultivo cuando el tiempo t 
crece indefinidamente?

9. Se efectuarori las mediciones de la corriente en un circuito electrico como una 
funcidn del tiempo. El circuito tenia una resistencia de 5 ohms y 10 H. Se 
ballaron los siguientes datos

dJ^Cual era la intensidad de la corriente en el tiempo t = 1, 75 segundos?

10. Se midio el incremento en cierta barra metalica en relation con los incre- 
mentos de la temperatura. Si y representa el incremento en la longitud para 
el correspondiente incremento de temperatura x, hallar la curva exponencial 
que ajusta los siguientes datos
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1 :

fit ([z, £2^], tecla F^)

Presione la tecla Enter.

En la parte superior de la pantalla aparece lo siguiente:

2-. Fit [x, ^2^],

1 Enter 2 Enter

2 Enter 3 Enter

3-Enter 9 Enter

4: Enter 15 Enter

1
2
3
4

2
3
9

2
3
9
15;

En la parte inferior aparece Command. Presione la tecla Enter.

5. Aparece Author expression: Escriba lo siguiente:

1
2
3
4 15

%O,96e01691
82 7495

3 : 85 el”‘

3. Aparece Declare Matrix ': Rows columns'. Al lado derecho de Rows 
escriba 4 y al lado derecho de Columns escriba 2. Para pasar de uno a otro 
lado se usa el tabulador. Observe que los datos forman una matn'z de 4 filas 
y dos columnas. Presione la tecla Enter 1 ■ ' ' '

4., Aparece Matrix element: Escriba sucesivamente:, J , . . .

Ponga el cursor en Simplify y luego presione la tecla Enter. En la parte 
inferior aparece Command y en la parte superior de la pantalla aparece la 
ecuacion pedida:

. En la parfe superior.de la pantalla aparece lo siguiente:

superior.de


1

131

Capftulo 5

Objetivos

La funcidn logaritmo.5.1
,x

f.R

valor de y cualquiera, no sieriipre es facil deternunar el

El modelo
Logarftmico

Hemos visto que la funcion y = a 
o decreciente donde:

con a 1, a > 0, es una funcion creciente

Sin embargo, dado un

1. Comprender el concepto de funcidn logaritmo.
2. Trazar el grafico de la funcidn logaritmo.
3j Resolver ecuaciones exponenciales y logaritmicas.
4. Analizar modelds en que intervenga la funcidn logaritmo.
5. Utilizer EL DERIVE para resolver ecuaciones y estudiar fendmenos 

que se comportan en forma exponencial y logaritmica.

De lo anterior se desprende que para cada valor de x, del dominio de la funcidn, 
existe un unico valor de ”y”; reciprocamente, para cada valor de ”y” existe un 
unico valor de x. Asf, por ejemplo, en la ecuacidn y = 10®, si x = 2, entonces 
y = io2 = 100; al mismo tiempo, si 100 = 10*, entonces x es igual a 2.

y = ax1R+, tai que, para cada x : x
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a) El logiQ 123 se escribe log 123

Ejemplo 13

t

■ J

i
I

Trace el grafico de la funcion y = log? x utilizando el grafico de la funcion 
y = 2".

la variable independiente y la

SOLUCION. De acuerdo a la definicion de funcion logaritmo y de la.tabla de 
valores de y — 2T se pueden obtener los datos para trazar el grafico de y = log?x. 
En efecto, de la tabla de la funcion y ~ 2®, de la pagina 81:

x
— 00 

-3 
-2 
-1

0 
2 
3

x
o-

0,125
0,25
0,5

1
4
8

+oo
A la par de cada tabla 

de las funciones.

2X
0 . - ■■

0,125 ’
0,25
0,5
1 
4
8

. se obtiene la tabla de la funcion y = log?x

comunmente, logaritmo decimal y logaritmo natural respectivamente. En. ambos 
casos se omiten las bases cuando se escriben los logaritmos. Asf, por ejemplo:

”y”

b) El Zo<<7e 3 899 se escribe Zn3899

, Si queremos graficar la funcion logaritmo en el mismo sistema de coordenadas, 
es decir, en un sistema en que la variable ”x” es 1 
variable ”y” es la variable dependiente debemos expresar. ”y en funcion de x”, 
escribir y — loga x en vez de x — logay.

log?x
— oo
-3
—2
-1
0
2
3

. 4-00 . ...J

se muestran las figuras 1 y 2 de los graficos de cada una
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deducen de las correspondientes de

logaxy - logax 4- logay

Ejemplo 15

Ejemplo 16

Verifique las siguientes igualdades. 

a) log c2 + log xlog c — log ex

El modelo logaritmico

5*2 Propiedades de la funcion logaritmo
Las propiedades de la funcion logaritmo se 

la funcion exponencial.

[3] El logaritmo de una potencia es igual al exponente multiplicado por el 
logaritmo de la base.

Calcule el valor de: a) Zo^(0,001) b) Zo^36561 

SOLUGION. De acuerdo a las propiedades resulta:

a) Zo0(O,OOl) = /o5(10)-3 = -3log 10 = -3(1) = -3

b) Zos36561 == Zo0394 = 4Zo039 = 4(2) = 8

De estas propiedades. se desprenden de inmediato las siguientes:

[4] i) logaa = 1 ii) loga^ ~ —logax iii) logal = 0

= logax - logay
______________

[1] El logaritmo del producto de dos o mas cantidades es igual al logaritmo de 
la primera cantidad mas el logaritmo de la segunda. Eh simbolos:

logaxn'= nlogax^

[2] El logaritmo del cociente de dos cantidades es igual al logaritmo de la 
primera cantidad menos el logaritmo'de la segunda. En simbolos:
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b) For otra parte:

c) Finalmente:

loga\/a ' \/a • 5,

5.3 Ecuaciones logaritmicas

10* = 6,3

En estos casos es cuando debemos recurrir al concepto de logaritmo.

Ejemplo 18

Resuelva las siguientes ecuaciones:

a) 10* = 6,3 c) (I)1 = 10

10* = 6,3 Zo^lO* = Zo06,3 xlog 10 = log 6,3

SOLUCION. a) Aplicando logaritmo en base 10, en ambos miembros de la 
ecuacion, se tiene:

b) e.21+1 _

No todas las ecuaciones exponenciales pueden resolverse en la forma coino lo 
hemos hecho hasta ahora. ^como resolver, por ejemplo, la ecuacion

= log5(5)^ + logs(V5)5 + Zo#5(5)^

- T^logsS + ~log55 4- ~log55z o 3
111,

“ 9 + fi + i ~ 1
2 6 3

~Zo522 + “Zo^22+ 
4 

1 1 1 13
—F — 4" ~ — —2 4 3 12

r~ 17 1, 1,a = -logaa 4- 4- -logaa
2 3 O
1 1 . 1 .31

— — 4" ~ 4“’ — =:
2 3 5 30
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—xlog 3 — 3 — 2Qlog 2 + 5log 3 x —

x =

= b, aplicamos logaritrnos en ambosX

b) 31 = 0,8

log42x — log 121 xlog 42 = log 121.

El modelo logaritmico

Calculando los logaritrnos se obtiene:

3 — 6,02059 + 2,38560 
-0,47712

Ejemplo 20

[Ejemplo 21

Para resolver una ecuacion del tipo a 
miembros de la ecuacion.

5.4 Ecuaciones de la forma a

J /•.
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x = b

Determine el dominio de las funciones: a) y — log (x + 1) b) log2 y/x^-fit + 
Zo5(i2 + 1)

4log2 |

Resuelva las ecuaciones: a) 421 = 121

Solucion. a) 42x = 121

SOLUCION. Recordemos que la funcion logaritmo esta definida solamente para 
valores del argumento mayores que cero. En consecuencia el dominio de la funcion 
lo hallamos imponiendole esta condicidn. En efecto: a) y = log(x + 1) existe si y 
solo si x + 1 > 0, esto es, si y solo si x > —1. En consecuencia el dominio de la 
funcion propuesta es el intervalo [—1,+oo[.

Analogamente, la funcion log2 V^2 + 4 + log (a:2 + 1) existe, si y solo si los 
argumentos de cada una de las funciones,-que la componen son mayores que cero. 
Observe quel x2 + 4 es mayor que cero para todos los numeros reales. Igualmente 
x2 + 1 es mayor que cero para todos los numeros reales. Por lo tanto el dominio 
de la funcion propuesta es el conjunto de los numeros reales.

Las ecuaciones exponenciales de las secciones 4.71 a la 4.73, no siempre pueden 
resolverse en la forma propuesta en dichos apartados. La mayoria de las veces es 
necesario utlizar el concepto de logaritmo.

i -0,63499
X:^.^’33088

3 I 9 ~ -sl°ss3+1 / • 15 <=> 2Qlog 2 + 5xlog 3 — Slog 3 = ftxlog 3 + 3

Reuniendo terminos semejantes y despejando la incognita resulta:

3 — 20Zoff 2 + 5Zoff 3
-log 3

c) 12" = 444.
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b) For otra parte se tiene que:

2

Puesto que log 10 = 1, entonces:

Ecuaciones de la forma = b9^.5.6

Ejemplo 23

Resuelva las siguientes ecuaciones: a) 3x+4 = 2«+2

ambos mieinbros resulta:

3x+4 _ 2f+2,

x =

b) Analogamente resulta:

.• .V.1 '

, v .3i-l 5. b) 2— = 7~ .

Solucion. a) Aplicando logaritmos en

En consecuencia, las soluciones son:

x = ±^5,1’7609

X(x + tylog 3 = (•- + 2)log 2 ' 

xlog 3 + ^log 3 = ^°9 2 + 2log 2 

x(Jog3 — 2) — 2log 2 — 4log 3
2log 2 — 4log 3 
log 3- \log2

Tai como en los casos anteriores, para resolver este tipo de ecuaciones se aplican 
logaritmos (y sus propiedades) en. anxbos miembros y a continuacion se despeja la 
incognita.

log IO’2-4

.3i-l . 4«-5 2~ = 7— t 3j~1 , _ 4s—5 .log! J — ldg7 3
3z - 1, « 4x — 5 , „—-—log 2 = —-—log 7 , 

5 3
3® , n 1,' 4x r ‘5, '— log 2 --log 2 = —log - -log 7
3 D d V .

= log 15 <=> (x2 — 4)log 10 = log 15

2 = 4 — log 15 <=> x = y/4~~ log 15x2 — 4 = log 15 x

■ xx = 2,2751 : x2 = -2, 2751
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De esta ultima ecuacion resulta: x 4- 1 = 4x — 4

5.8 Otros modelos exponenciales

Ejemplo 25

« 34,66In 2 = 0,02t

Ejemplo 26

.SO!jUCi6n. Recordemos que la poblacidn dentro de t.anos esta dada por la 
funcion:

2 = e0’021

2N0 = N0e0’02t

Dividiendo la ecuacion por No resulta sucesivamente que: 
.L- ln2 

0,02
En consecuencia la poblacion mundial se duplicara en 34,66 anos. Observe que la 
respuesta final es independiente de la poblacion actual.

N(t-) = Noek‘.

donde No es la poblacidn actual y k es la tasa de crecimiento.’ Nuestro objetivo 
r es hailar el valor de t para cuando N(t) — 2Nq. Es decir, queremos resolver la 

ecuacion:

Observe que. en el centre de la ciudad r = 0, esto es,. D(0) = A = 15 000 
personas por kilometre cuadrado. De esto resulta que la funcion modeladora es:

D(t) = 15000e“r‘

Algunos modelos exponenciales estudiados en las secciones precedentes con- 
ducian a una ecuacion exponencial que debia resolverse utilizando el concepto de 
logaritmo. En lo que sigue restudiaremos dichos modelos.

x La densidad de poblacidn a x kilometres del centre de una ciudad esta dada 
por la funcion D(r) = Ae~kr. Determinar la funcion si la densidad de poblacidn eri 
el centre de la ciudad es de 15000 personas por kilometre-cuadrado y la densidad 
a 10 kilometres del centre es igual a 9 000 personas por kildmetro cuadrado.

La poblacidn del mundo esta 'creciendo. a un ritmo aproximado de un 2 por 
ciento anual. Si el ritmo de crecimiento permanece constante, ^cuanto tardara la, 
poblacidn mundial en duplicarse?
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Dividiendo por Rq y tomando logaritmos en ambos miembros se obtiene:

y como k =

3ln2-2ln5e e

-e^ =r2 e) + = 1

In 5 
~k~

In 2
5 730

c) 5(6*) = 21x-2

logaz b) logbfa + 2) - logb(a — 3) c)4log 4 — Slog y 

d) logb2x + 3(logbX — logty) e) — logax + 6loga(x — 1).+ 3logax2

4. Resuelva las ecuaciones exponenciales.

se halla que:

a) 2 = e1

d)

c) 3 = 2 + 5e-4x

. e)^lnX = ±

, 1In - = — kt
5

5730M5t = & 13304,65
ITI Lt

De lo cual se cqncluye que el fosil tiene aproximadamente 13 304 arios.

I = 16

g) 3x = 27 6) 3l+1 = 321-7

5. Determine el valor de x.

ln\
I = -r- k

5.9 Ejercicios propuestos
1. Exprese lo siguiente en notacion logantmica.

a) 33 = 27 6)54 = 625 c) 4° =4 d) 10:i = 700 e) 8

' 2.: Encuentre por simple inspection el valor de x en las expresiones siguientes. 

sa) x = log416 b) x ~ log?l c) x ~ log9l d) x = log^3^ . e)logx32 -

3. Exprese.como un simple logaritmo las expresiones:

a) logax + log^y

a) log x ~ 2log 4 — dog 32 &) log (z + 2) — log x ~ log 12

c) log(3x + 2) = Zo5(a:-4) + 1 </) 2,78* == 7, SS31"1 ' ej (3)2* = 1\

6. Calcule cada una de las expresiones sin usar calculadora.

a) Ine3 6) friyfe c) eln5 d) e2M3 e) e3ln2~2ln5. f) Ine3^

7. Resuelva para x la ecuacidn dada:
,0,06a: 6) = Qoe'1’21 c) 3 = 2 + 5e-te d) - 2ln X = b

+ c f) Inx - 2(ln3 - ln5) g} lnx = |(/n 16 4- 2Zn2)
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5.10 Ejercicios propuestos
Utilice EL DERIVE^ para resolver los siguientes ejercicios.

W)-

• 514-2 = 46) 2X • a*-1

que la razon de C14 a

a) 3x+1 - 2 = 9*

6. Resuelva las siguientes ecuaciones y verifique sus resultados utilizando EL 
DERIVE

3. Crecimiento de poblacidn. De acuerdo con un modelo logistico basado 
en el supuesto de que la tierra no puede soportar mas de 40 mil millones de 
personas, la poblacidn del mundo (en miles de millones) viene dada por una 
funcidn de la forma:

4. Fechado por carbono. Un arquedlogo ha encontrado un fdsil, en la provin- 
cia de Atacama, en el que la razon de C14 a (712 es de | de la razon encontrada 
en la atmosfera. ^Que edad tiene aproximadamente el fdsil?

2. EHcacia de trabajadores. Un experto en productividad contratado por 
una firma industrial, hallo que un trabajador sin experien-cia produce 150 
unidades de produccidn por hora y despues de 6 meses produce 410 unidades 
por hora. El experto cree que la produccidn esta relacionada con la experi- 
encia. Halle la funcidn que modela dicho fendmenp de acuerdo con los datos 
observados. Utilice EL DERIVE para .trazar un grafico de la funcidn.

5. Fechado por carbono. ^Que edad tiene un fdsil en 
C12 es de | de la razon encontrada en la atmosfera?

1. Crecimiento de bacterias. Un laboratorista hallo que si inicialmente 
habfan 6 000 bacterias en un cultivo, despues de 20 minutos el numero de 
bacterias alcanzaba a 9000. Use estos datos para determinar una funcidn 
exponencial de la forma = QQekt que exprese el numero de bacterias 
como funcidn del tiempo. Utilice EL DERIVE para trazar un grafico de la 
funcidn N(t). Estime la poblacidn de bacterias cuando t—> 18 minutos.

40 .
1 + Ce~kt

donde C y k son constantes positivas (t en anos). Hallar la funcidn que 
muestre que la poblacidn mundial era de 3 mil millones en 1960 y de 4 mil 
millones en 1975. Utilice EL DERIVE para trazar un grafico de la funcidn 
y estime la poblacidn para el ano 2 000.
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'/) Hm £>(<) 
t—»+co

&) lim D(t) 
t—*-i

d) lim P(t)

617
160

Presidn 
Temperatura

1.19
10

7,34
40

19,9 
60

47,3
80

101
100

199
120

361
140

2,33
20

24. Considere la funcion del problema 8 de la pagina 126, trace 
determine los siguientes limites.

21. Considere la funcion solucion del problema 15 de la pagina 148, trace su 
grafico y determine los siguientes limites.

su grafico y

d) lim N(t) f) lim N(t) 
t-i-L . . t-»-+oo

25. La presidn del vapor de agua depende de la temperatura. La siguiente tabla, 
hallada experimentalmente, nos da la presidn del vapor (en kilopascal) para 
valores correspondientes de la temperatura (en grados Celsius).

a) lim 
t—»+co

.19. Resuelyajas. ecuaciones siguientes y establezca al mismo tiempo el conjunto 
de valores de x para los cuales los logaritmos estan bien definidos.

a) 2log x = 1 + iog (x + ^-) b) log-^T— x — log (3 — re) = 0

20. considere la funcion solucion del problema 3, pagina l47, y trace su grafico 
. y determine los siguientes limites:

c)(l_im W.)

c) lim N(t) 
' t—*-00

d) lim D(t)

a)lmj/’(t) 1>) Hm ^(«)

c) lim P(t) f) lim P(t)
1 t-0+i)

c) lim Dlfy 
t—* — co

6)lim7V(«) 
t—»0

c) lim P(t) 
t-*+oo

d)limJV(t) /)lim?V(i)

/) Hm P(t) 
t—»-+oo

6)limP(/) d) lim .P(t)
■ -

23. Considere la funcion del problema 126 de la pagina 114, trace su grafico y 
determine los siguientes limites;

a) lim D(t)

Trace la nube de puntos y mediante una aproximacidn logaritmica minimo 
cuadratica calcule la presidn para una temperatura de 67 grados. ^Que 
ocurre cuando t —> 0

22; Considere la funcion del problema 12 de la pagina 148, trace su grafico y 
determine los siguientes limites.

• ,a)lim7V(t) b) Jirn N(t)
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5.11 El DERIVE

Ajuste de la funcion logaritmo.5.11.1

Ejemplo 1

■ .J

Trace el grafico de la nube de puntos de la tabla siguiente y construya y trace 
la funcion logaritmica nunimo cuadratica.

x
“yio 
1,50 
2,00 
3,00
4,00
5,00 
10,0 
15,0 
20,0

y 
0,0029 
0,0064 
0,0112 
0,0243 
0,0416 
0,0625 
0,2000 
0,3380 
.0,4000

1. En Command : ponga el cursor en Declare y presione la tecla Enter.

2. Aparece Declare : Function, Variable, Matrix, Vector. Ponga el cursor en 
Matrix y presione la tecla Enter

3. Aparece Declare Matrix : Rows Columns. Al lado derecho de Rows 
escriba 9 y al lado derecho de Columns escriba 2. Para pasar de uno a otro 
lado se usa el tabulador. Observe que los datos forman una matrix de 9 filas 
y 2 columnas. Presione la tecla Enter . >
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■?

2 : Fit [x, kin (x)],

1,00 
1,50 
2,00 
3,00 
4,00 
5,00 
10,0 
15,0
20,0

0,0029 
0,0064 
0,0112 
0,0243 
0,0416
0,0625 
0,2000 
0,3380 
0,4000

Ponga el cursor en Simplify y luego presione la tecla Enter, En la parte 
inferior aparece Command y en la parte superior de la pantalla aparece 3: 
27747 x 0,.00990016 In x que es la ecuacion pedida.

6. Para graficar la nube de puntos en el Sistema Cartesiano de Cpordenadas, 
coloque en bianco la matriz de puntos, a continuacion ponga el cursor en 
Plot, presione da1 tecla Enter y-efectue la siguiente sucesion de.operaciones. 
a) Overlay Enter b). Option Enter c), State-Enter d) Rectangular Enter e) 
Plot Enter. En la parte superior de la pantalla aparece la nube de puntos. 
Presione la tecla4 Enter.

7. Para graficar la funcion coloque en bianco la funcion hallada, presione la 
.r tecla Enter y repita.la sucesion de operaciones desde (a) hasta (e). En la

parte superior de la pantalla aparece el grafico de la ecuacion hallada.

8. Nota. El lector debe tener sumo cuidado en la eleccidn de la escala en los 
ejes coordenados. Una incorrecta eleccidn de dicha escala puede conducirlo 
a una vision equivocada de la nube de puntos y del ajuste que se busca. Los 
puntos pueden ajustarse, tambien, utilizando otra base, por ejemplo, la base 
10.
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posible acercarse a la base del cerro lo sull
en la posicion que se indican.

El procedimiento supone que es 
ciente para poder medir los angulos

En el ano 332 antes de Cristo, Egipto cayo en las manos de Alejandro Magno 
(356-323 a^C) quien, para honrarse a si mismo, ese mismo ano,: hizo construir 
la ciudad de Alejandrfa. Muerto Alejandro, y repartido su imperio, Alexandria 
quedd bajo el dominio de Ptolomeo, uno de sus generates. Para celebrar su ascen
sion al poder, Ptolomeo, fundd en la ciudad el primer centro cultural organizado 
de la humanidad: museo, biblioteca y universidad, produciendose aqui el mas 
asombroso fiorecimiento de la vida intelectual que jamas haya existido en el mun- 
do. Egipto estuvo gobernado por la dinastia de 16s ptolomeos hasta que cayo 
en manos de los romanos.

Las primeras constribuciones alejandrinas al conocimiento de la humanidad 
se refieren a la invencion de la trigonometria, cuestion que signified, devolver a la 
geometria, las mediciones y el uso de los numeros. Esta fue otra de las conquistas 
de la matematica por acercarse a los fendmenos de la vida real: Inventando los 
primeros conceptos trigonometricos, Aristarco de Samos (310-230 a.C), hizo 
las primeras estimaciones de las distancias de la luna y del sol a la tierra.

Otra articulacidn de la matematica con el mundo real, en que interviene la 
trigonometria, la hizo Hiparco (150 a.C) al estudiar la posicion en la esfera ce
leste de 1080 estrellas. Arquimedes (287-212 a.C) habia montado/muchos ahos 
antes, el primer modelo conocido para representar la rotation de la esfera celeste 
y las posiciones variables de las estrellas. Es posible que el mismo Arquimedes 
fuese el primero en aplicar rudimentarias tablas de senos, cosenos y tangentesl 
Hiparco hizo lo mismo 100 anos mas tarde, construyd una tabla de senos y la usd 
para hallar la distancia entre la tierra y la luna.

Cuando Alejandrfa pasd a formar parte del Imperio Romano, ya habian sido 
determinadas, con ayuda de una incipiente trigonometria, las. distancias de la 
tierra al sol y a la luna, asi como los radios y circunferencia de los tres astros. 
Eratostenes (275-194 a.C) determind la longitud de la circunferencia de la 
tierra con un error de 80 kilometres. Para los griegos y egipcios, que desarrollaron 
estas herramientas, fue sencillo determinar las alturas de alcantilados como los 
de la figura. siguiente.
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sen a =

cos a —

B

tan a =

a
esc a =

cbA

f'gCD- sec a =

cot a =

Ejemplo 1

= t

Considere el triangulo rectangulo de la 
figura (1) y suponga que los catetos 
menor, mayor e hipotenusa miden 8, 15 
y 17 cm respectivamente. Halle el valor' 
aproximado1 (a un decimal por defecto) 
de seno, coseno y tangente del angulo 
alfa.

cateto opuesto 
hipotenusa

"v>'
6.2 Las razones trigonometricas

Los modelos estaticos
r

cateto opuesto.-.

a) sen a =

Dado un triangulo rectangulo ABC se pueden definir seis razones trigonometricas 
entre sus lados, para cada uno de sus angulos agudds. En la tabla (1) se definen 
dichas razones para el angulo alfa:

SoLUCldN. De acuerdo a las definiciones de la tabla (1) resulta que:

— « 0,4 6) cos a = « o, 6 c) tg a = ~ & 0,5
If , 15

En lo que sigue estudiaremos algunas propiedades de las razones trigonometricas 
que nos permitiran resolver en el future una gran variedad de.problemas de otras 
disciplinas.

hipotenusa ■  c 
cateto opuesto ~ a

hipotenusa c
cateto adyacente ~ E

cateto adyacente _ b 
cafeTo opuesto “ a

Los modelos trigonomelrjcos

& __ ._______  _ a
cateto adyacente S

■ cateto adyacente  b
~ hipotenusa c
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Dividiendo
resulta:

Del mismo triangulo se deduce que:

22

22

De tai mode que, en particular, se tiene que:

2 2

180)2, resulta:

6.3 Ejercicios propuestos

a — (tg a)”

La identidad (*) significa que la igualdad se mantendra, cualesquiera que sea 
el angulo alfa al cual se le apliquen ambas funciones.

Conviene aclarar alguhas convenciones de notacion. Asi, por ejemplo,

a2 b2
■y + = 1,c2 c2

ii) sen a = y.por lo tanto, sen2a = (j)

Hi) cos a ='£, por lo'tanto,•coa2a-= (~)

b) cdsn

1. Considere un triangulo rectangulo de lados 3, 4 y 5 cm, y calcule las seis 
razones trigonometricas de los angulos agudos.

2. Halle los valores de las funciones trigonometricas de los angulos alfa y beta, 
del triangulo rectangulo ABC de la figura (5).

a) sen2a = (sen a)2

a = (cos a)n

c) tg2a)2

a) sennot = (sena)n c) tgn

. SOLUCldN. El teorema de Pitagoras nos asegura que a2 +-62 .= c2 
esta expresion por c2 11

Asi, por ejemplo, de (sen 180)2 + (cos 
' • Is

a) sen218° + cos218° « (0,309)2 + (0,951)2 = 0,0954 + 0,9044 w 1

a ~ (tg a)2

esto es (i)

b) cos2a — (cos

(*) sen2a + cos2ot — 1.

Reemplazando las igualdades ii) y iii) en la expresion (i) se obtiene que
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1

'A*A C

c) tg 45° = 1

2

Tabla (2)

1 

flg(B)

/2 
2

La longitud del lado DC (altura del triangulo equilatero ACS) se puede calcular 
utilizando el Teorema de Pitagoras. Y aplicando las definiciones de las funciones 
se obtieneii los resultados de la tabla siguiente: '

30°
45°
60°

sen

i
* 

2

tg

21
i

V3

cos

2 
V?

2 
1 

_2_

CSC I 

vT'
.1
3

I sec

3 

Vr
2

cos 45

ctg
2

x/2 
2\/3 

3

o _ _L _ v? 
’ ~\/2~ 2

La figura (8) muestra el triangulo 
rectangulo isosceles ABC, del 
cual se pueden calcular las fun
ciones trigonometricas para el 
angulo de 45°. Conviene precisar 
que los valores de las funciones no 
yariarani si los lados del cuadrado 
ABCD tienen otras dimensiones. 
Aplicando la definicion de cada u- 
na de las funciones al angulo de 
45° resulta:

a) sen 45° — -4=
V2

d) esc 45° = >/2 d)sec450 = V2 . e) ctg 45° = 1

Para calcular las funciones trigonometricas de los angulos de 30° y 60°, se recurre 
a un triangulo equilatero como el de la figura (9). ,

A
2 ’ 4 '

-FjfGo)
Como las longitudes de los lados del'triangulo no afecfah las razones entre ellos, 

para mayor comodidad en los calculos se han elegido dos unidades por lado. Del 
triangulo de la figura (9) se desprertde el triangulo rectangulo ADC de la figura 
(10).
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Ejemplo 5

A

= |, se tierie:

En la misma forma, puesto que sen — , se tiene:

Ejemplo 6

8

A

2

-C

ft
c

Note que la suma de ambos angulos agudos es un poco menor de 90°. Esto se 
debe a que todos los calculos han sido aproximado a cuatro decimales, por defecto.

Si tg a =

3y5 
7

Considere el triangiilo, de la figura (12) y determine la medida de los angulos 
alfa y beta.

Utilizando la funcion coseno 
determine el angulo beta en 
el triangulo ABC de la figura 
(13).

Pero, ique sucede cuando el triangulo, al cual queremos conpcer sus angulos o 
sus lados no es equilatero hi rectangulo isosceles?

*. . •
El algoritmo para calculaf la medida de los angulos internds de un triangulo 

cuando se trata de triangulos rectangulos cualesquiera se muestra en el ejemplo 5.

34?

SOLUCION. Aunque podemos usar cualesquiera de las funciones usaremos en 
ambos casos la funcion.seno. En efecto, puesto que sen a = |, se tiene:

a) 1^1 I : I I ? I 0,2857 | shift"| |sin | rs 16,60°

fa) [v^][x][jr| EDEL] “ 0,9583 I shift I F^n 73,39°

Para hallar la medida del angulo alfa podfamos haber utilizado cualesquiera de 
las funciones trigonometricas. Por ejemplo, tomando la funcion tangente resulta:

1 \/3
-yz = entonces, a = 30°
/3 3
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■Pjfeo)

a

punto colocado a una distancia de 50 metros de la base de una

•::L.

T
X 

1

6.1 La piramide de 80 m de altura de la figura (18), proyecta una sombra de 100 
m de longitud. iCual-1 ~-1----- -1-1 --19

7.

¥5

es el angulo de elevacion del sol?

La escalera de la figura (19) esta apoyada contra la pared de una casa de 
mode que desde el pie de la escalera a la pared hay 2 metros. que altura 
del suelo se encuentra el extremo superior de la escalera y cual es su longitud 
si forma un angulo de 58° con el suelo?

i-

8. ’Desde un p_ _ __1__ 2______ 21_____ 1_ 2__ _ ____ 2~ '___ 2___
torre se hallo que el angulo de elevacion del extremo superior de la torre es 
pe 45°. Calcule la altura de la torre.

■ f ;■ ' ■■ .

9. ponsidere el arbol de la figura (20) y una tortuga que se mueve en direccion 
al tronco desde el punto A al punto B. Halle la altura del arbol'si Lel angulo de 
elevacion de su extremo superior crece desde 31° hasta 47° cuando la tortuga 
avanza 75 metros desde A hasta B.

10. La base de tin triangulo isosceles mide 20 cm y los angulos de.Ja-base miden 
48°. Halle la longitud de los los lados igual.es.

11. Calcule el area del triangulo rectangulo si el cateto a=12,5 cm y el angulo 
| = 28°.

12. Calcule el area del triangulo ABC si el cateto b=17 cm y el angulo a = 31°.

"I
i ’ :

igual.es
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0
'A

iQue relacidn hay entre ambas forma de medir angulos?

cualesquiera de ellas, de tai

igual a 27rr, esto es:

esto significa que:

circunferencia subtiende

De esto

1 radian =

Usted puede verificar que; ■

radianes. Como 
que:

180°
3,14159

180°
7F •

Saberios que la longitud de la circunferencia es

£ = 2Tr

se desprende que :

o lo que es lo mismo

OBs. lonjitvd Xi

= 4 radian

1 radian « 57° 17'45”

Por otra parte, puesto que 180° = tt radianes, se tiene que: .

1 grade = — radian « 0,017453 radian 
loll

Para reducir grados a radianes, o radianes a grados, podemos utilizar cualesquiera 
de las igualdades de la equivalencia siguiente:

180° = 7T radianes 1° =

27f radianes = 360°

la medida de un angulo central subtendido por 
longitud del radio del circulo. En la figura 
la longitud del radio del circulo.

tt radianes = 180°

« 57,2958°

T

Es decir, la razon entre la longitud de la circunferencia y su radio es igual a 27r 
C™J una circunferencia subtiende un angulo central de 360°, resulta

Radian

Con frecuencia trabajaremos indistiritamente con < 
manera que debemos determinar un metodo para pasar de un sistema a otro.

un arco cuya longitud es igual a. la 
(25) la longitud del arco AB es igual a
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radianes

e) 14° 24' /) 22° 30' g) 78° 45'

i

Dicho en palabras: longitud de arco = radio ■ angulo central en

Ejemplo 9

Determine la longitud del arco de circunferencia de radio r=12 cm, subtendido 
por un angulo de radian:

6.9 Longitud de arco
i . . ■

Si en una circunferencia de radio r, fig(26), se conoce la medida del angulo cen
tral, se puede determinar la longitud del arco que subtiende dicho angulo mediante 
la expresion, = r • a

SOLUCION. Aplicando la formula propuesta, se tiene:

7T
■ t = 12 ■ — = 47T cm « 12,57 cm

Observacion. Con frecuencia tiende a confundirse la medida de un angulo 
dado en el sistema sexagesimal con un numero real. Por ejemplo, 30° no es igual 
al numero real 30. En cambio el angulo | rad es el numero real aproximado 3| y16.

6.10 Ejercicios propuestos
I . ...

1. Exprese en radianes los siguientes angulos.

<?) 45° 6) 30° c) 18° d) 57° 30' e) 105°

exprese su valor como un numero real aproximado.
1 .

2. Exprese los siguientes angulos expresados en radianes, en medida sexagesi- 
ijial. a)^ 6)£ c)ff d)£ e)^

3. Exprese en radianes cada uno de los angulos siguientes. a) 135° c) 210° d) 25°

4. Exprese en grades, minutos y segundos cada uno de los siguientes angulos.
a) rad b) | rad c) | rad
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6.11 Resolucidn de triangulos oblicuangulos

&

0 a) Hi)

que sigue daremos, sin demostracion, la ley de los senos, que perinite 
casos.

En lo 
resolver los triangulos en los dos primeros

a 
sen A

a 
sen A

c 
sen C

a c
sen A senC

b  c 
senB senC

1. Dados un lado y dos ang-ulos - --;
2. Dados dos lados y el angulo opuesto a uno de ellos.

3. Dados dos lados y el angulo comprendido.
4. Dados los tres lados.

6.11.1 Ley de los senos. En todo triangulo los lados son proporcionales 
a los senos de los angulos opuestos, es decir: ! - . )

Hasta ahora hemos analizado problemas en los. cuales era necesario resolver 
triangulos rectangulos. Sin embargo en una gran variedad de situaciohes se necesita 
determinar angulos o lados de triangulos oblicuangulos.

Un triangulo queda perfectamente determinado si se conocen tres cualesquiera 
de sus elementos. En lo que sigue estudiaremos’los siguientes cuatro casos de 
resolution de triangulos oblicuangulos.

Un triangulo oblicuangulo es aquel en que ninguno de sus angulos es recto. 
Esto [significa que los tres angulos son agudos, o dos son agudos y el tercero es 
obtuso. En la figura siguiente los angulos se Haman A, B y C y los lados opuestos 
son, respectivamente, a, b y c.

De esta expresion se desprenden de inmediato las siguientes relaciones:

b ... a c .... b 
-------- n senB sen A senC senB
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sen B = = 0,6274

224

SOLUCldN. Para resolver este triangulo utilizamos la expresion

Por lo tanto:

J

Ejemplo 12

c = a

c2

Resulta que

i

(2) b2 = c2 + a2 — 2ca cos B

(3) c2 = a2 4- b2 — 2ab cos C

c2 = (132)2 + (224)2 - 2 (132)(224)cos 28°40'

= a2 + b2 — 2abcos C

6.11.2 Ley de los cosenos. En todo triangulo ABC, el cuadrado de un 
lado eualquiera es igual a la suma de los cuadrados de los otros dos lados, menos 
el doble producto de estos lados por el coseno del angulo comprendido, es decir:

(1) a2 = b2 + c2 — 2bccos A

bsenC  480 sen 55d10' 480(0,8208)
c “ 628 - 628

i

Luegp, puesto que senB ~ 0,6274, entonces, iB — 38°50'. Para determinar la 
longitud del lado a, sabemos que LA = 86°, en consecuencia:

 6 sen A  480 sen 86° J 480 (0,9976) ’ ■ 
senB sen38°50' 0,6271

Por lo tanto, el triangulo esta completamente resuelto. Para resolver los triangulos 
en los cuales se dan dos lados. y el angulo comprendido, o los tres lados, se'utiliza 
la ley de los cosenos.

Resolver el el triangulo ABC dados a = 132, b = 224 y c — 28°

a
432
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6.12 Ejercicios propuestos .. j

2. B = 45°,

Resolver cada unp de los triangulos utilizando la ley de Ibs.senos

1. a = 20, B = 30°, C = 80°

c = 3,47, 4 = 30°

uno de los triangulos utilizando la ley de los cosenos o la ley de losResolver cada 
senos.

4. a = 4,7, b = 15, B = 31°24'
5. a = 3, 4 = 25°, c= 7,5

3. d = 9,9171, b= 19,912, c = 16,814
4. 4 = 14°, b = 4,9173, c = 6,2057
5. 4 = 13°, b= 5,3437, c= 7,9281

3. 6 = 75,3, c= 132, C = 31°19'a

1. a = 2, 6=3, c = 4
2. a = 5, 6= 7, c= 10
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Ejemplo 15

Compruebe las siguientes identidades:

a) = 2

SOLUCION. Utilizando las identidades basicas se tiene:

c)

d)

2

f) 2 = 1

6.14 Identidades de mayor complejidad

\ i :■'

Ejemplo 161

Res’ielva: a) sec2x 4- csc2x = sec2x • scc2x

S.OLUCION.- Aplicando las identidades basicas se tiene:

d) sec2x + csc2x = +
.2 .2= sec x esc x

1 
sen2x

sen x sec x cig 1 = 1 

sen2x sec2x — sec2x = —1

e)

2 9—sec‘x ■ cos x =

a)

c)

e)

COS2X 

sen2x

1
COS 2 X

1
COS2X

1 
sen2a?

1 
sen2x

. f) sen2x (1 -|- ctg2x).= 1

I secx—.3,ecx sen2x = secx(].—sen2x').=-sec xcos2x = cosx

(sen x + cos x)2 + (sen x — cos x)2 = sen2x + 2sen x cos x + cos2x 

■■ +sen2x — 2sen x cos x + cos2x = 2(sen2x 4- cos2x} = 2

sen x sec x eta x — sen x • ~—
CO3 X

i tg2 x cos2x 4- ctg2x sen2x =

= sen2x + cos2x = 1,

sec x — sec x sen2x = cos x

• cos2x -F

- 1
v cos2x sen2x

• sen2x —

b) tg*x 4- tg2x — sec4x — sec2x

x 4- cos x)2 4- (sen x r- cos x)2
•

x cos x 4- cig2x sen2x = 1

sen2x 4- cos2x - 
cos2x sen2x

sen2x sec2! — sec2x = se(?x(sen2x ~ 1) -= — sec2x(l — sen2x) — 

• COS2X = -1

sen2x (14- ctg2x) = sen2x • csc2x = sen2x •

COS X __  1

sen x

- aen?x 

COS2 X

b) (sen 

d) tg2

2
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Ejemplo 18

Por'otra parte: 6)

Ejemplo 19

2senx =senx = cscx

Podemos escribir ahora:

1

0 < sen x < 1

estudiado las funciones trigonometrical para angulos cornprendidos
T._i_ fn! Tri n____ j_ _ .. v ir- , • •. • t

prendidos
senx ; 
es,

a)

a)

x que satisfaga la 
la ecuaciori haga

Resuelva las ecuaciones trigonometricas. a) sen x

Observe que hemos hallado dos valores para el mismp angulo. Hasta ahora hemos 
-.4—j._ j_ . r . z. ..  ’  5 en el inter-
valo [0, -]. Cuapdo analicemos las funciones trigonometricas para angulos com- 

en el interval© [—27r,27r] estudiaremos el significado de la expresion 
f ■—Por ahora sabemos que la funcion seno varia entr.e 0 y 1, esto

V2 n 
senx---- — = 0

z

por lo tanto, la solucion de la ecuacion es x ~ 45°.

Por’otra parte: 6) cosx — | ~ 0 <=> x = '30°. ' En efecto, puesto que 
cos 30° = | results, que | | = 0. En consecuencia la solucion es 'x = 30° ‘

Resuelva las ecuaciones: a) 2sen x = csx x b) tg ~ 3ctg x

—, de lo cual resulta que: 2sen2x = 1 
senx

SoluckSn. En cada caso debemos. deterniinar uh angulo 
igualdad propuesta; es decir, un angulo que al remplazarlo en 1 
que esta sea igual a cero. Sabemos que sen 45° == de tai modo que la ecuacion 
se satisface para x — 45°. Resulta entonces que:

SoluckSn. Aunque no existe un metodo definido para resolver ecuaciones 
trigonometricas, siempre conviene reducir todas las funciones a una misma funcion. 
Asi, por ejemplo, eh la primera ecuacion reduciremos la funcion cscx a una funcion 
en terminos de senx. Resulta entonces que: ,

cos x — ~ ~ 0

^-^ = 0
2 2

z s ■ , ■/T .1 , V2sera = ±y_ = ±_ = ±_

- ^ = o b)

2 i sen x — -
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Verifique las siguientes identidades4.

a) (1 -

2

2

1) sen2 x • sec2 x — sec21 — 1 = 0

sen z d) e)

b) tg x = —1

x — 1 — sen x

m) 1 4- sen x = 2cos x

p) 2sen x — esc x = 1

l —sen z
COS X

CSC2 X — 1

e) tg x ■ — sen2 x ~ sen x

• (1 — cos

c) sen a? • cos x = 0 d) (tg x — l)(2sen x +1.) 0

b) (1 — sen

d) (1 — cos

h).

— 1=0 j) sen

g) (1 - cos

1) cos x

n) (tgx

sec z—cscz  tgx—1 
secz+cscz tgz+1

c) etg2 x

— l)(4sen2x — 3) = 0 o) 3cos2x = sen2x

a) sec2 x + esc2 x = sec2 x - esc2 x- ' b) tg* x -j- tg2 x = sec4 x — sec2 x

senz , If co J a? a_ n cost _
l+cosz senz ~~ £CSCX aj n.seni ~

6. Resuelva las siguientes ecuaciones

2 
COS X

cos2 x) •

2,x)-l =0

5. Verifique las siguientes identidades

i) sen x + 1 = cos x j) secx — 1 = tg x

f) (1 + tg2 jj) • cos x = 1 ;

2 a:)(l + tg2 x) - tg2 x = 0

• \/ctg2 x 4-1 — Vcsc2 x 

k) (1 + tg2 x^l — sen

h) 2sen x + esex = 3J '
k) 2cos x 4- 3sen x = 2 1) 3sen x 4- 5cos x 4- 5 = 0

sen2 x ■ (1 4- cig2 x) — 1=0

2 x • etg2 x 4 sen2 x — 1 = 0

2 z) • sec2 x = tg2 x

2 x) - sec2 x — 1

a) cos2x = |

e) 2sen2x - senx -1 = 0 f) 2tgx • senx - tgx = 0.

2*) =

qi) cos x — y/Ssen x = 1 r) 2cos

7. Halle los puntos donde las curvas cortan al eje X y al eje Y.

a) y = 2sen2x 4 3cos x b) y = senx 4 cosx — 1 c) y = 2cos2x — senx
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dominio es el siguiente:

0, entonces cos a —> 1a

entonces cos a —> 0

desprende que el dominio y ambito de lafuncidn coseno son los intervales

.... 4-

%

Observe que tg
deduce que la fun cion

]R + U {0}, y tai que, y = tg a

%

- J

1

-4- 
V4

I
Para la funcion coseno: cuando

i 
i 
i

t ■
i
i

-4- 
’4

I
i 
i

i 
I 
t 

■+- 
’n

5.
2

y 
i
2

^2
2
1
2

0

yo
+
Vs
1.

a__

i 
i

2

a 
0* 
ir_ 
6 
7T 

4 
£ 
3 
7T 

2

Ct

I
y •____o

3

1
>/3

no existe

y puesto que cos = 0, se 
a y. En cons’ecuencia:

Observe que tg a = S£^-S!- | a cos a
tangente no esta definida para a

i C) iff = [o,

Para la funcion tangente se tiene:

i . ' ' '

De esto se __ n______ 1 ___ ___
[0, y] y [0,1] respectivamente. Por 16 tanto escribimos:

I' '■ jt '
j 6) cos : [0, —] —► [0,1], tai que, y — cos a
| ,

Una tabla de valores y un grafico aproximado de la funcion coseno en el dominio 
indicado es:

I •

I ?
T^na tabla de valores y un grafico aproximado de la funcion seno en dicho 
 o :

y cuando a
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6.19 El cfrculo trigonometrico

figCM) AT* sen 6
■=F

OA *

y puesto’ que OP=1, resulta: sen 0 = AP

y puesto que OP=1, resulta:4)

c) tg0 =

De lo anterior se desprende que cuando el radio de la circunferencia es igual a la

A’ 

1

cos 0 = cos 0 .= OA

unidad los valores de las funciones seno, coserio y tangente son iguales a la longitud 
de los|segmentos AP, OA y A’P’ fespectivarhente. Estas mismas consideraciones-; 
son validas para las funciones secante, cosecante, cotangente. :

F.ecordemos que las razones entre los lados de un triangulo rectangulo no cam- 
bian si variamos las longitudes de sus lados. De tai modo que si usamds triangulos 
rectangulos cuya hipotenusa mida la unidad, los calculos se nos facilitaran enorme' 
mente. Fig(38)

La iguras (39) muestran que el signo de las funciones dependen del cua-drante 
donde este ubicado el angulo. Asi, por ejemplo, si el angulo 0 esta en el primer 
cuadraate, las tres funciones son positivas. En cambio, en el segundo cuadrante, la

6.20 El signo de las funciones seno, coseno y
| tangente

Una pregunta de interes que debembs contestar es la siguiente: £que signo 
adquieren los valores de las funciones seno, coseno y tangente, a medida que el 
angulo 0 crece desde cero grade hasta 36Q.grades.

Observe que el punto P(x, y) esta ubicado en una circunferencia de radio igual 
a la unidad. Si definimos las funciones trigonometricas en el triangulo rectangulo 
OAP resulta lo siguiente:

a AP
a) senQ=0p

04
OP

A' P'
-z— y puesto que OA’=1, resulta: tg 0 — A'P'
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f«<44)

1 0

0

0

co3 0 1

tabla la informacion quedana en la forma siguiente:

cos 0 -

cos 0

co s 0

cos 0

a)

b)

o
—> -l-oo

-►0

it
2

----- > 7T

> 3?r

0;

sen 0 —> L ;

0;

-1;
>0;

seno 
coseno 
tangente

0 
0
1
0

27T

1
0

7T 
"o’ 
-1 
0

IT 
2 
1 
0 

no def.

. '2 . ■

-1
0 

no def.

•Pf(4S)
60° ( la funcion sen0 es positiva en el-segundo cuadrante)

si 0 —► 0

si 0

c) si 0

d) si 0

e) si 0

En una

entonces, sen0 

entonces, 

entonces, senO 

entonces, sen0 - 

27r entonces, sen0

PgCifo)

6.22 Formulas de reduccidn de funciones a angulos 
agudos positives.

I
Heinos visto que un angulo puede pertenecer 
a cualesquiera de los cuadrantes del circulo 
trigonometrico, Consideremos. por ejemp- 
lo, un angulo de 120°, como el de la figura 
(45), y analicemos las funciones seno, coseno 
y tangente para dicho angulo. De la figura ; 
se desprende que:

a) sen 120° = sen

360 grades, la linea trigonometrica del seno tiende a cero y la del coseno tiende a 
1. fig! (44).

fgao fige-tej fS(43)
Expresando formalmente estas ideas podemes escribir lo siguiente:

y .ig0

y tg0 —> -oo

-1 y tg0 

y tgd 

y tg0

/ IS&K \ 
I I XMK1
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a)

b).

Observe que podemos escribir: a)

cuadrante, 
con 
clones 
los angulos agudos. Actualmen£e, utilizando la calculadora manual, se dbtienen

210° = —sen 30°

iO

Funciones trigonometricas

El grafico muestra que el calculd de las funciones 
210° se

—sen 30°

a) sen

b) cos 210° = —cos 30'

c) tg 210° = ^ 30°

(la funcion senO es negativa en el-tercer cuadrante) 

(la funcion cosO es negativa en el tercer cuadrante) 

(la funcion tgQ es positiva en el tercer cuadrante)

Supongamos ahora que queremos calcular las funciones trigonometricas senp 

coseno y tangente, para el angulo de 210°. La figura (46) muestra a dicho angulo 
ubicado en el tercer cuadrante.

La ventaja de reducir las funciones de angulos del segundo, tercer y cuarto 
a funciones de angulos del primer cuadrante, se debe a la facilidad 

la cual podemos efectuar esta ultima tarea.. De hecho, las tablas de'fun** 
._s trigonometricas mostraban solamente los valores de las funciones para 

'Lj - .J___ A _ l 1 i’ i • 1 • 1 t 1 »i » •

directamente los valores de las funciones trigonometricas para cualquier angulo. 
Sin embargo por la naturaleza periodica de las funciones trigonometricas es con- 
veniente precisar este concepto.

sen 150° = sen (180 - 30) =

cos 150° = cos (180 - 30) =

c) tg 150° =' tg (180 - 30) ='-tg 30° =

Estos resultados nos sugieren que para calcular el valor de una funcion para 
un angulo del tercer cuadrante, podemos reducirlo a la misma funcion, pero de un

sen 210° = sen (180° + 30°) =

b) cos 210° = cos (180° + 30°) = -cos 30° 

. c) tff.210° tg (180° +.30°) = tp30°

seno, coseno y tangente de 
puede reducir al calculo de las funciones del angulo de 30°. Es decir:

sen 30° = |

-cos 30° =

>/3
3
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b)

c

ang’uld del primer cuadrante. Escrito en simbolos:

ctg (360° — 0) = —cig 0(16)

(14) sec (360° — 0) = sec0(17)

(15) tg (360° -9) = -tgO (18)

iComo expresar las funciones de angulos mayores de 360° en terminos

-^80° = -5,671tg (360° - 80°)

>0

el

(13)

de un angulo agudo ?

sen (360° — 0) = —sen 0

esc (360° — 0) — — esc#

cos (360° — 0) — cos 0

en el tercer cuadrante.

I
Ejemplo 23

I
Soi!uci6n.

i
a) s[en 280° = sen

b) Jos 280° —
c) 4 280°

i
Ejemjilo 24

Exprese sen 580°, cos 645° y ^780° como funciones de angulos agudos.

SoujgkSn. Notemos que el angulo de 580° esta

Estos resultados nos sugieren que para calcular el valor de una funcion para un 
anguto del cuarto cuadrante, podemos reducirlo a la misma funcion, pero de un

(la funcion cos 0 es positiva en el cuarto cuadrante) 

(la funcion tg 0 es negativa en el cuarto cuadrante)

(360° - 80°) = -sen 80° = -0,984 
cos (360° - 80°) = cos 80° = 0,173

cos 330° = cos 30°
) tg 330° = - tg 30° 

i

Observe que podemos escribir: a) sen 330° = sen (360° — 30°) = —sen 30°

I b) cos 330° = cos (360° - 30°) = cos 30°

c) tg 330° = tg (360° - 30°) = -tg 30°

a) En la figura (48), puesto que el signo de la funcion seno es negativo en
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c

J

Puesto que la funcion tangente es positiva en dicho cuadrante, resulta: tg (—880) = 
tg(-5 -180° + 20) =^20°

Ejemplo 26

b)

sec(0 + n ■ 360°) — sec0 
csc(0 + n ■ 360°) — cscG

sen (^ + n • 360°) = sen 0 r ctg (t? + n ■ 360°) = ctg 0 
cos (fi + n • 360°) = cos 0 
Tg (0 + n ■ 360°) = tg 0

sen 200° d) cos 310°

1) cos

CSC (-321) = CSC(-360° + 39°) - esc39° ? 

sec(—210°) = sec(—180° - 30°) = sec30b

) c^(-400°) = c^(-360°;- 40°) = '-ctgMQ

d)see^ e) ctg f) sec^ g)ctg^

6.23 Ejercicios propuestos
1. Utilizando las formulas de reduccion, halle el valor de las siguientes funciones. 

a)cosl35° b)senl50° c) £5 240° d) esc245° d) sen(—120°)

e) ciff(-1350) .f):co«(-240°) g) sec (-300°) h) tg 'i)sen^-

jj)sec^ k)csc(-f) l)cos(-f) m)cts(-^)

2. Exprese como funciones de un angulo agudo las siguientes funciones y calcule 
su valor.

1
al)senl30° b) tff325° c) sen200° d)cos3100 e) tg 165° . f) .sec250°

I
g) sen 670° h)ctff930° i) esc685° j) esc 865° k) sen 100° 1) cos (-680°)

3. Considere las siguientes funciones y reduzcalos a funciones de angulos del 
primer cuadrante. A continuacion calcule sus valores con una calculadora 
manual. Verifique sus resultados.

aj sen b) cos

I
i

■I

or ultimo, las formulas de reduccion para los angulos coterminales, donde 
n es un entero positivo, negative o cero, son las siguientes:

i

7ir
3

257T
3



195

6.24 Grafico de las funciones trigonometricas.

6.24.1 Los graficos de las funciones seno y coseno

y ademas:

'X

J

i

-1

T 
6
1
2

I
i
I
i

£ 
V2

2

: sen en el sistema cartesiano de coordenadas, se 
tabla de valores y dibujando la curva como se muestra

0
0

-1

5 
L

7T

27T 

0

t <■

Bl

3____

____ 2

Off t 
4

2

?r 
7 
71 
i

xZ 3

sen (x + 47r) = sen x, sen (x 4- Stt) = sen x, etc,

x:
y:

3L 
-b

1 r

!

En este ca,so se dicetjue el angulo a es un periodo de la funcion. Para la funcion 
y = sen x, eLnumero 2ir es un periodo, pero tambien lo son, 47r, Stf, etc, ya que:

El grafico de la funcion y = 
obtiene construyendo una 1 1 1 
en la figura (54). Los-valores de las tablas'han sido calculados en las secciones 
precedentes.

la cur%ja se
una funcion se repite indefinidamente en su 
periodica. Dicho formalmente, se dice que la funcion y —
si existe un angulo a tai que

| flg(54)
Es suficiente construir la tabla de valores solo entre [0, Stt] , ya que sabemos que 

repite indefinidamente hacia la izquierda y hacia la derecha. Cuando 
dominio decimos que la funcion es 

senx es periodica,

■ sen (x + o) — sen x para todo x

sen (x.+ 27r) = sen x,

v. 7ff 
*• 6

y:
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k ■

—~ — 277 4=> 3z = 477

1_• i

de las fun

fl) y = 4 sen x b) y = sen 3x

Lo mismo ocurre con la funcipn cosenp. El periodo mini mo de lafuncion y = cos kx 
es de x =

SoLUCION. De acuerdo a lo dicho la amplitud de la funcidn es 4. Y su periodo 
se obtiene resolviendo la ecuacidn y = 277. Resulta entonces que:

3rc o . . -> a ■ ■ 477
—- = 2t7 4=> 3x = 4t7 a; = —

• 2

Ejemplb 27

Hallar el periodo y la amplitud de la funcidn y ~ 2,5sen(£±i).h

SOLUCION. La amplitud de la funcidn es 2,5 y su periodo.lo calculamos re
solviendo la ecuacidn 277 = Eh consecuencia x = 4?7 — 1

La amplitud de una funcidn periodica es el valor maximo que alcanza la ordenada. 
Asi, por ejemplo, la amplitud de la funcidn y = isenx es igual a 4. En general, 
la amplitud y el periodo de la funcidn y ~ asenbx son a y y, respectivamente.

Ejemplo 26

Hallar el periodo y la amplitud de la funcidn y — 4cos (y)

SOLUCION. a) La funcidn y = 4senx tiene amplitud 4 y periodo 277. b) La 
funcidn y = sen Sz tiene amplitud 1 y periodo y. c) La funcidn y = 3senj tiene 

; amplitud 3 y periodo 4t7. d) La funcidn y — 2 cos x tiene amplitud 2 y periodo 277.

Ejemplo.28

Calcular la longitud de onda (periodo) y la amplitud de cada una 
clones propuestas y frazar un grafico aproximado de ellas.

c) y = 3sen— d) y = 2cosx
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6.26 El DERIVE

6.26.1

y__
0,27
0,35
0,50
0,69 ■
0,71
0,77
0,87
0,94
0,97

x
. “0^6~ 

0,34 
.0,52

, 0,64 
0,78'

- 0,87 
1,04 
1,22

. -1,30

1. En Command : ponga el cursor en Declare y presione la tecla Enter.

2. Aparece Declare : Function, Variable, Matrix^ Vector. Ponga el cursor en 
Matrix y presione la tecla Enter

Ajuste de la furicion y = senx.

Ejemplo 1

Trace el grafico de la nube de puntos de la tabla siguiente y construya y trace 
la funcion y = ksenx que ajusta dichos puntos.

3. Aparece Declare Matrix : Rows Columns. Al lado derecho de Rows 
escriba 9 y al lado derecho .de Columns escriba 2. Para pasar de uno a otro 
lado se usa el tabulador. Observe que los datos forman una matrix de 9 filas 
y 2 columnas. Presione la tecla Enter
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2 : Fit [z, fcsin(z)],

I
I
I

0,27
0,35
0,50
0,69

• I
I

0,87
1,04
1,22
1 ,§0 0,97

0,26 
0,34 
0,52 
0,64 
0,78 0,71 

0,77 
0,87 
0,94
V,<7 I

Ponga el cursor en Simplify y luego presione la tecla Enter. En la parte 
inferior aparece Comrtrand y en la parte superior de la pantalla aparece 3: 
j—senz 4=^ l,02004.senz que es la ecuacion pedida.

6. Rara graficar la niibe de^puntos1 en el Sistema Cartesiano de Coordenadas, 
cploque en bianco la matriz de puntos, a continuacion ponga el cursor en 
fflot, presione la tecla Enter y efectue la siguiente sucesidn de operaciones. 
ai) Overlay Enter b) Option Enter c) State Enter d) Rectangular Enter e) 
Plot Enter. En la parte superior* de la pantalla aparece la nube de puntos. 
Presione la tecla Enter.

7. Para graficar la funcion colpque en bianco ■ la funcion hallada, presione la 
tecla Enter y repita la sucesion de operaciones desde (a) hasta (e). En la 
parte superior de la pantalla aparece el grafico de la ecuacion hallada.

8. N|Ota. Dependiendo de los datos se puede ajustar la funcion utilizando 
y p kcos x o bien con y = kcos x + msin x.

■ -I
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ANEXO A

A.l

a)

error que se comete con! mucha frecuehcia es simplificar la letra x y

i

Este

, -i

Otro i 
escribir la igualdad:

mismo error se amplfa a situaciones como las siguientes:

x 4- y a a
dr y + b b

x + a 
x

x + b b

En los ejercicios que siguen, algunas fracciones pueden simplificarse y otras no. 
Intente expresar dichas fracciones en;la forma mas simple posible.

Simplificacion de fraccionales algebraicas.
ca es el cociente de dos.pxpresiones algebraicas. Ejemplos 

son ]

3a:2 -2 '
-x-4* 1 ;

Una fraccidn algebrai 
de este tipo de expresiones

-1-11 Qlllip/llllVCU. 11 avUlMUCS p

cipios que a veces son aplicados en
V* f.1 Z'r. AVt v*r. y] xtv* 1 .-J

escribir la igualdad: ‘

las siguientes fracciones:

x — 2 . ci z + 1 ■ . ■_ ■

Con frecuencia es necesario expresa^ una fracion complicada, en otra mas simple.
El proceso de simplificar fracciones jesta sujeto a algunos principios basicos; prin-

7 J-son aplicados en forma erronea. Asi, por ejemplo, OS UH
errO][* simplificar separadamente' la letra k del numerador y denominador y

' k + a a , ._. ’ ■ ‘
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A.3 ; -y

d ' I
«)

C

o

1) 2) 3) 4)

c\ s?+2e+1 za-l 
x^+4r+4. ’ (s+2)2 6) 7) 8)x+l

11) ^±£=2..
' X*— 19) 10)

■ I

A.4 Fracciones compuestas.

i) 2) 3) 4x — 4)3- .5).

6) 7) 8)

Multiplicacion y division de fracciones 
algebraicas.

ad

£±2
x-3

x+2 
3

a 
b

2j-l 
2j34-5x+2

ii^ + llx+S

j+3
9x3 -1
2»-l ~

—5®+i

r2+6i 
t’-3z-10

g2—9 

x2+2x ' ^+3~

-g2-x- 
6®-4

x , 3x 
rj?+2^5 
j3 t4 3 
x—3 a+2

xy+3x g2 y4-3x2
?y ‘ 4y

son polinomios, conviene, siempre que sea posible, descom- 
factores. Esto hace que las operaciones se efectuen mas facilmente.

9)(^ + ^

6 2

g2—3x—4 
g2 —1

4r+8j . 3(r+2j) • 
3r$ ‘ 9rs

g’-g-12 r g2+2g-15 
• g2+g—12

6g2—g—1 

2g2+5x4-3

r2—4x+4 
g2—4

) ‘ (sx+2

a c ac 
b'd^bd

5x+2\
x '

x-V »+»

* + j/ r x-V

...a c
8l) b '■ d

g2-25 . , g2—5 
x2-36 • 36g2 —1

Cuando a, b, c, d 

P°T..
Ejercicios propuestos

Las pperaciones de suma, resta, multplicacidn y division de fracciones pueden 
combinarse de varias maneras, especialmente aquellas en que los numeradores 
y denominadores son, a su vez, fracciones. En estos casos conviene efectuar 
las operaciones separadamente en los numeradores y denominadores y despues 
reealizar la division.

_a_ . it±£ 
y~z y

Yqx ' 6g2-f-7g —20 3g2 + 13g+14 14^ xy—xz
■L0' 12g2+31'a+7'3a2—2x—21 xy+xz

a2—4x—12 
g2+5g—6

1 8g2+2x-15
3g2+13x+4

La multiplicacion y division de fracciones algebraicas siguen las mismas reglas 
que la multiplicacion y division de fracciones con numeros reales. Es decir:

g2—g—6 . g2—4x+3
g2+6x+8 ' x2+5®+4
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De esto se despren.de que:

Ejercicios propuestos.

3)

3/ Simplificar las siguientes expresiones dadas. ■

c)

B.2 Racionalizacion de denominadores.

4. Racionalizar los denominadores de las expresiones siguientes.

b)^ c) d) e) d)1 
ys+y?

1. En los siguientes ejercicios efectiie la operaciones indicadas.

'^-4+^.3

(4t2-12t+9)£ 
2r-3

___ 3
\/z~2+y/i+l

5a^6 ^+4a

5a~2fc5 +3aJb '

(^2)’

b) (Os2 4- Qx 4- 1)^a) (x2 4- Os 4~ 9)s

x2

Con frecuericiasurgen expresiones algebraicas cuyos denominadores son numeros 
irracionales. El lector estara de acuerdo en que sumar, o restar, expresiones de 
este tipo representa una dificultad mayor que si los denominadores fueran numeros 
racionales. Para mejorar esta situacion se recurre a.la racionalizacion de.los de
nominadores, esto es, transformar las mismas expresiones en ptras equivalentes 
con denominador racional.

J'J (16a:2 4-401+25)^
Q' 4x+5

3) (a;5 + t/3)2

7) (a? 2 4-3/2)(z3 — y 3)(\/z2 " 3# 4- 1)°6) (?2 -92)(^4-gM

4r
■, 5rs4*7r3s74i.

4) («3 4- 6s)3

2. Cambie las siguientes expresiones en otras equivalentes en lets cuales todos los 
exponentes scan positives y no aparezca ninguna fraccion compuesta.

x si x > 0
—x si x < 0

1 A g^4-2a?^-4x 

i} U+x-i
-4t/ ^4-Sj/^

5)
2x2

1) (4a?2 — 2x 5)rca 2) (2a:i — 3a; 3);c^rac13

despren.de
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(’) +

(»)■ -H

1

(w)

Caso 2. Factores de segundo grado

(i) +

-4)(”) +

J

5
2

!

En este caso, por cada factor cuadratico ax 
nador se escribe una fraccion parcial del tipo •

Sa? + 2 
(7+2)(3x - 2)

______ 2______
(x-l)(s2+®+4)

B
Sz — 2

1
x 2

C
x — 1

no repetidos en el denominador.

SOLUCldN. A cada factor del denominador le corresponde una fraccion,parcial 
que tiene por numerador una constante y por denominador el factor. En efecto, 
hacemos:

Sa?+ 2  A B
(x + 2)(3a? — 2) a? + 2"’"3a? —2-

E1 problema consiste, ahora, en determinar las cohstantes A y B. De la expresion 
(i) resulta:

?2 4- bx + c, irreducible, en el denomi- 
Ai+B 

az'^+bx+c'

SOLUCldN. De acuerdo a lo dicho, escribimos:

2  Ax + B
(x — l)(a?2 + x + 4) a?2 + 4x 4- 4

De la ecuacion (i) resulta la igualdad siguiente:

Ax A B C  (Ax + B)(x — 1) 4- C(x2 + x 
x2 4- 4x 4- 4 x-1 (x - l)(a?2 4- 4x 4- 4)

2
+ 3x - 2

5x + 2 A B (3A + B)x -2A + 2B 
(x + 2)(3a: - 2) ~ x+ 2 + 3z - 2 “ (x + 2)(3i - 2)

que son identidades validas para todo x, excepto para a? = —2 y x = Determinar 
los valores de A y B en la expresion (ii) es equivalente a determinar los valores de 
A y B en la expresion (iii)

(Hi) 5x -F 2 = (3/1 4- B)x — 2A 4- 2B

Igualando los coeficientes de los terminos semejantes en ambos miembros de la 
identidad (iii).resulta-el siguiente sistema de ecuaciones:

3A 4- SB
-2A 4- 2B

cuyas soluciones son A = 1 y B — 2, y por lo tanto, de acuerdo a la expresion (i) 
resulta:

Descomponer en fracciones parciales la expresion


